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Реальные материалы обладают сложной внутренней структурой. Для описания их пласти-
ческих деформаций широко используются подходы, разработанные Миндлиным, Эрингеном, 
Аифантисом, Флеком и Хатчинсоном и др. [1 – 9] с применением градиентов деформаций. 
Также существуют и другие подходы, например геометрические, подходы на основе калибро-
вочной теории дефектов, теория поля дефектов [10 – 24] и т. д. 

Калибровочная теория дефектов — шаг в направлении микроскопической теории пластич-
ности, охватывающей взаимодействия структурных дефектов. Она впервые была предложена 
Эделеном и Кадичем [15, 16], но имеет ряд недостатков. В ней использованы особые опреде-
ляющие соотношения, но при этом силовой тензор напряжений является симметричным. Од-
нако из теории дислокаций сплошных сред известно, что силовой тензор напряжений асиммет-
ричен, по крайнем мере в активной области дислокаций [25, 26]. Это специфическая реакция 
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среды на дислокации. Более того, данный подход разработан на основе формализма Лагранжа, 
т. е. для среды без эффекта диссипации. Следовательно, невозможно сравнить результаты, по-
лученные теоретическим путем, с данными экспериментов. 

В [19, 20] предложены модели, в основе которых лежит калибровочная теория, учитываю-
щая эффект диссипации. В [19] построена калибровочная модель Лагранжа с трансляционной 
инвариантностью и квадратичной формой тензора упругой деформации, тензора степени пла-
стической дисторсии, тензора плотности дефектов. Полученные уравнения движения являются 
линейными; нелинейный синергетический эффект, связанный со структурным фазовым пере-
ходом, в пластической деформации не рассматривался. Калибровочная модель из [20] имеет 
те же недостатки. 

Во время пластической деформации породные материалы испытывают структурный фазо-
вый переход. Данный переход не является фазовым переходом из твердого состояния в жид-
кое или из жидкого в газообразное, а представляет собой продолжительный структурный пе-
реход массива пород с продолжительной необратимой деформацией, которая отражает струк-
турные изменения среды на макроуровне. Для поликристаллических пород (каменная соль) 
движение дислокаций играет ключевую роль при их деформации и образовании трещин [27 – 29]. 
Для некристаллических пород со сложной структурой трехосные испытания образцов породы 
на сжатие показали, что порода более склонна к деформациям, которые характеризуются 
уменьшением прочности после пика напряжений из-за локализованных деформаций в форме 
множественных поверхностей сдвига – скольжения, близких к максимальному направлению 
напряжения сдвига [30, 31]. Этот процесс может рассматриваться как непрерывный фазовый 
сдвиг [31]. Таким образом, теория дислокаций применима для описания множественных сдви-
гов – скольжений и трансляционной калибровочной инвариантности [19]. Для более точного 
описания продолжительного совместимого структурного фазового перехода таких материалов 
необходимо к потенциальной энергии добавить силовую составляющую параметра деформа-
ции более высокого порядка. 

Согласно локальным наблюдениям, в массиве пород, окружающем тоннели на большой 
глубине, происходит распространение волн медленной деформации [32 – 34]. Установлено, что 
скорость волны образования трещин зависит от свойств породы. В породах с небольшим коли-
чеством трещин скорость волны разрушения составляет около ~ 1.5 – 2.0 м/сут, в сильно трещи-
новатом массиве может достигать 8 – 10 м/сут. Это явление противоречит теоретическому опи-
санию, основанному на механике деформируемого твердого тела. 

В настоящей работе использованы калибровочная теория, теория инвариантности на пере-
нос системы координат и продолжительного фазового перехода для построения динамической 
упругопластической модели геоматериалов с эффектом диссипации. В качестве независимых 
переменных выбраны смещения и пластическая дисторсия. Изначально лагранжиан построен 
из требования его инвариантности относительно трансляционного преобразования. Для учета 
продолжительного эффекта структурного фазового перехода в исходный лагранжиан добавле-
ны 4-й и 6-й компоненты тензора дисторсии. Определяющие уравнения среды и их соответ-
ствующие граничные условия построены на основе принципа Гамильтона. С учетом кинемати-
ческого вариационного принципа получены соотношения обобщенного закона Гука. Исследо-
ван случай деформации “растяжение – уплотнение”. Уравнение движения применено для моде-
лирования распространения волн деформации и явления зональной дезинтеграции. Предлагае-
мая модель способна эффективно описывать различные виды волн деформации. Она обеспечи-
вает описание волн деформации в массиве пород вблизи заглубленных тоннелей. 
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ПОСТРОЕНИЕ ЛАГРАНЖИАНА С ТРАНСЛЯЦИОННОЙ ИНВАРИАНТНОСТЬЮ 

Функция плотности лагранжиана для изотропного упругого твердого тела имеет вид 

 1
2 2 2

j ji i i i
el i i

i j j j j i

u uu u u u
L u u

x x x x x x
λ μρ

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  , (1) 

где ρ  — плотность среды; iu  — смещение точки ix  от равновесного положения; λ , μ  —  
постоянные Ламе [35]. 

Функция плотности лагранжиана (1) инвариантна относительно переноса и преобразования 
поворота осей координат: 

 i i iu u h′ = + , (2) 

 i i ijk j ku u e uω′ = + , (3) 

где ih  — вектор смещения; iω  — вращение; ijke  — абсолютный антисимметричный тензор 
Леви – Чивита (перестановочный тензор). 

В физике инвариантность физических законов или лагранжианов относительно преобразо-
вания переноса координат рассматривается как симметрия. Существует два вида симметрии. 
Первый — пространственно-временная симметрия, охватывающая пространственно-временные 
преобразования. Наиболее распространенный пример — изотропность и однородность про-
странства. Встречаемая в механике твердого тела изотропная упругая среда обладает симмет-
рией, одно из ключевых свойств которого — наличие двух постоянных упругости. 
При разрушении среды изотропность пропадает, симметрия нарушается. Второй вид симмет-
рии — внутренняя, связанная с преобразованием поля без какого-либо изменения простран-
ственно-временных координат в теории поля. Макроскопические механические свойства изо-
тропной упругой среды не зависят от их детальной внутренней структуры и определяются 
симметрией среды в зависимости от пространственных переносов и вращений типов (2) и (3) 
твердого тела как единого целого. 

При возникновении необратимых деформаций происходит локализация симметрии. В слу-
чае с локальным (калибровочным) преобразованием перехода ( , )i jh x t  и вращения ( , )i jx tω  

инвариантность плотности лагранжиана (1) нарушается преобразованиями (2) и (3). 
Калибровочная инвариантность физических законов и их лагранжианов относительно пре-

образований координат — фундаментальный принцип в физике. Имеется два вида калибровоч-
ной инвариантности: глобальная и локальная. Теория, сохраняющая инвариантность относи-
тельно (2) и (3), называется глобальной калибровочной. При разрушении среды ее изотроп-
ность исчезает, нарушается и локализуется глобальная симметрия. С помощью локальной ка-
либровочной инвариантности появляется возможность определить внутренние структурные 
изменения и их взаимодействие с полем напряжения. Для построения локализованной калиб-
ровочной модели, отражающей внутреннее структурное изменение, необходимо построить ин-
вариантную функцию плотности лагранжиана. Согласно калибровочной теории [15], для этой 
цели вводятся ковариантные производные ijuD  вместо традиционных /i ju x∂ ∂ . Для преобра-
зования (2) такая замена представляется как 
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, (4) 

где вводятся калибровочные поля jiβ . 
Для обеспечения инвариантности ijuD  с учетом (2), jiβ  должны удовлетворять условию 

 i
ji ji

j

h
x

β β ∂′ = +
∂

, (5) 

где jiβ ′  — новые значения поля jiβ . 
Второй и третий слагаемые в (1) фактически представляют потенциальную энергию упру-

гости: 

 
2 2

j ji i i i
e

i j j j j i

u uu u u u
E

x x x x x x
λ μ  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
. 

Использование калибровочных производных в этом уравнении позволяет заключить, что 
тензор ijuD  связан в большей степени с упругой дисторсией, а тензор jiβ  (тензор пластиче-
ской дисторсии) выполняет функцию калибровочного поля. Его возможно разложить на девиа-
торную, дилатационную и ротационную составляющие, т. е. он содержит полный объем ин-
формации о пластической деформации геоматериалов. Его следует принять в качестве основ-
ного неизвестного при построении теории. 

Инвариантность среды относительно преобразований (2) и (5) считаем калибровочной  
инвариантностью. Рассмотрим симметричную составляющую jiβ  (тензор пластической де-
формации): 

 
2 2

p p
ij ji ij ji p

ij

u uβ β
ε

+ +
= =  (6) 

и антисимметричную составляющую jiβ  (тензор пластического вращения): 

 
2 2

p p
ij ji ij ji p

ij

u uβ β
ω

− −
= = . (7) 

Вместо антисимметричного тензора p
ijω  иногда используется двойной псевдовектор пла-

стического вращения p
iω , определяемый как 

 1
2

p p
i ijk jkeω ω= . (8) 

Калибровочные поля на основе локальных преобразований (2), (4), (5) связываются с дис-
локациями поля для кристаллических материалов. Для калибровочной группы второго порядка 
можно построить следующие инварианты: 

 2, , , ( )ij ij ik ik ik ki iiβ β α α α α α  , (9) 

где выражение 

 jk
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 (10) 
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является тензором плотности дислокаций для кристаллических материалов и играет роль проч-
ности калибровочного поля. На данном этапе функция плотности лагранжиана выглядит как 

 1 2epL L L= + . (11) 
Здесь 

 
1

1
2 2 2

,
2

ji i i
i i ii jj ji ji

i j j j

ji
ji ij

j i

uu u u
L u u

x x x x

uu
x x

λ μρ β β β β

μ β β

     ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − − − −            ∂ ∂ ∂ ∂       

  ∂ ∂
− − −    ∂ ∂  

 
 (12) 

 2
2 ( )

2 2 2 2ij ij km km km mk mm
B C D HL β β α α α α α= − − −  . (13) 

В (13) первое слагаемое описывает энергию вращения структурного элемента [19], коэф-
фициент B при этом — момент инерции структурного элемента с размером d, обладающий 
значительным расстоянием между соседними плоскостями скольжения ( 21 / 8B dρ= ). Осталь-
ные три слагаемых в (13) характеризуют потенциальную энергию, вызванную изгибом, круче-
нием и их взаимодействием. Коэффициенты H, С и D отражают соответствующие жесткости: 

 
2 23

12 1
dC μ ν

ν
 = + − 

,   
2 2

12 1
dD μ ν

ν
= −

−
,   

2

12
dH μ= − , 

где ν  — коэффициент Пуассона; d — расстояние между двумя соседними плоскостями 
скольжения. 

Формула (12), по существу, есть отражение потенциальной энергии упругости, полученное 
с помощью преобразования (4). Для учета потенциальных сил, действующих на тело, необхо-
димо добавить функцию плотности потенциальных сил ( )iuΦ  к лагранжиану согласно [36]: 

 3 0 ( )iL uρ= − Φ , (14) 

0ρ  — плотность недеформированной среды. 

НЕЛИНЕЙНОЕ ОБОБЩЕНИЕ ЛАГРАНЖИАНА С УЧЕТОМ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА 

Итак, с помощью трансляционной инвариантности при преобразованиях координат в виде 
сдвига получена функция потенциальной энергии упругости. Тензор плотности дислокаций 
фактически является комбинацией градиентных членов тензора дисторсии, и модель, постро-
енная с помощью понятия дислокации, близка к градиентным моделям. Приведенный метод 
построения лагранжиана адаптируется также для построения лагранжиана породных матери-
алов, если считать ijβ  мерой деформации, а kjα  — мерой градиента ijβ . В этом случае модели, 
основанные на калибровочной теории, могут рассматриваться как модификации моделей гра-
диентов пластической деформации. 

Деформации породных материалов, превышающие границы упругой деформации, сопро-
вождаются повреждениями и структурными изменениями, т. е. структурным фазовым пере-
ходом. Для учета структурного фазового перехода при необратимой деформации в качестве 
параметра первого порядка можно взять безразмерный тензор дисторсии ijβ , отражающий 
внутреннее структурное изменение. По аналогии с разложением свободной энергии Гинцбурга –
 Ландау [37] следует учесть вклад компонентов jiβ  более высоких порядков в потенциальную 
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энергию. Согласно теории непрерывного перехода, для обеспечения устойчивости среды 
в точке фазового перехода обращаются в ноль jiβ  и коэффициенты компонентов 3-го и 4-го 
порядков. Это означает, что необходимо рассматривать только компоненты второго поряд-
ка [37]. Для второго порядка jiβ  используются ijijββ , jiijββ , 2( )kkβ . 

Компонент ijij ββ  фактически является квадратом модуля тензора дисторсии jiβ . Он — до-
минирующий компонент для тензора интенсивности дисторсии jiβ , компоненты более высо-
ких порядков (4-го и 6-го) являются возмущениями основных членов в лагранжиане. Для по-
строения упрощенной модели с меньшим количеством коэффициентов использован только 
один компонент 4-го порядка 2( )ij ijβ β  и один 6-го порядка 3( )ij ijβ β  для нелинейного обобщения 
лагранжиана с учетом фазового перехода. Получаем дополнительную функцию плотности  
лагранжиана для компонентов jiβ  более высоких порядков: 

 2 2 3
4 1 21 22 23 4 6

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) .
2 2 2 4 6

i
ji ji ji ji ij ji kk ji ji ji ji

j

uL V V V V V V
x

β β β β β β β β β β β
 ∂= − − − − − −  ∂ 

 (15) 

Здесь 1V , 21V , 22V , 23V , 4V , 6V  — феноменологические коэффициенты. Первый компонент 
в правой части отражает взаимодействие между полями упругой и пластической деформации, 
т. е. 1V  должен быть одного порядка с модулем сдвига μ  ( 1 ~V μ ). Коэффициенты 21V , 22V , 23V , 

4V  и 6V , описывающие влияние пластической дисторсии на энергию среды, определяются ис-
ходя из экспериментальных данных по медленным волнам деформации или в ходе локальных 
наблюдений такого явления, как медленные волны деформации и зональная дезинтеграция 
в породе, окружающей заглубленный тоннель. Несмотря на использование в целях упрощения 
только одного компонента 4-го порядка 2( )ij ijβ β  и одного 6-го порядка 3( )ij ijβ β , в уравне-
нии (15) не теряется информация о расширении, чистом сдвиге или вращении. 

Функция плотности лагранжиана в общем виде выглядит так: 

 

1 2 3 4

2
1

1
2 2

2 2 2

( )
2 2 2

ji
i i ii jj

i j

ji i i
ji ji ji ij ij ij

j j j i

i
km km km mk mm ji ji

j

uu
L L L L L u u

x x

uu u u B
x x x x

uC D H V
x

λρ β β

μ μβ β β β β β

α α α α α β β

 ∂ ∂
= + + + = − − − −   ∂ ∂  

     ∂ ∂ ∂ ∂
− − − − − − + −         ∂ ∂ ∂ ∂     

 ∂
− − − + −  ∂ 

 

 

21

2 2 3
22 23 4 6 0

1
2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) .
2 2 4 6

ji ji

ij ji kk ij ij ij ij

V

V V V V

β β

β β β β β β β ρ

− −

− − − − − Φ

 (16) 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ УПРУГОПЛАСТИЧНОЙ СРЕДЫ С ЭФФЕКТОМ ДИССИПАЦИИ 

Согласно принципу Гамильтона [38], упругопластичная среда может характеризоваться 
однозначной функцией действия S, определяемой во временном интервале 1 2t t÷ : 

 2

1

t

t
V

S LdVdt=   , (17) 

L  — функция плотности лагранжиана; V  — объем рассматриваемой среды. 
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Для любой произвольной обобщенной координаты iq  для учета граничных условий на гра-
нице Σ  рассмотрим вариационный принцип Гамильтона в следующем виде: 

 2 2 2
,

1 1 1
( , , , ) 0

t t t

s i i i j st t V t
S d dt L q q q t dVdt d dtδ δ δ δ

Σ Σ
+ Ξ Σ = + Ξ Σ =      , (18) 

где sΞ  — поверхностная потенциальная плотность силы. 
Из (18) получим уравнения движения для среды без эффекта диссипации: 

 
,

0
i j i j i

L L Ld
dt q x q q

  ∂ ∂ ∂∂+ − =    ∂ ∂ ∂ ∂   
 (19) 

с граничными условиями 

 
,

s
j si

i j i

L n F
q q

∂Ξ∂ = − =
∂ ∂

, (20) 

siF  — обобщенные поверхностные силы. 
Для среды с эффектом диссипации энергии уравнение Эйлера – Лагранжа принимает вид [38]: 

 
,i j i j i i

L L L Rd
dt q x q q q

  ∂ ∂ ∂ ∂∂+ − = −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
, (21) 

здесь R  — функция диссипации. Для текучих материалов функция диссипации 

 ik ikR ηβ β=   , (22) 

η  — коэффициент вязкости. 
Из (16), (21) получаем уравнения движения для смещений и дисторсий: 

 
22

1 0j ij ji jik ll
i i bi

i k i i j j j j

uu
u u V F

x x x x x x x x
β β ββρ λ μ μ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − Δ + + + + − =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 , (23) 

 

2 2 2

ln ln

1 21

2
22 23 4 6

( )

( ) ( )

kj nm nr
ij ij kim j kij r

k i k l l k

j jk i
kk ij ij ji ij

k i j i

ji ij kk ij kl kl ij kl kl
i

B C De e H e e
x x x x x x

u uu u
V V

x x x x

RV V V V

β β ββ β

λ β δ μ μ β β β

β δ β β β β β β β
β

 ∂ ∂ ∂
− Δ − − − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ′− − − + + + − + +    ∂ ∂ ∂ ∂   
∂+ + + + +



 0,
j

=

 (24) 

где 0 /bi iF uρ= − ∂Φ ∂  — сила, действующая на тело; 21 1 21V V V′ = + . 
Соответствующие граничные условия: 

 1
jk i s

kk i ji ij j ji j si
k j i i

uu u
n n V n F

x x x u
λ β μ β β β

 ∂ ∂ ∂ ∂Ξ
− − − + − − − = − =    ∂ ∂ ∂ ∂   

, (25) 
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 0ij kj nm nr s
k k kim lnj k kij lnr k sij

k i l l ij

C n C n De e n H e e n
x x x x
β β β β μ

β
∂ ∂ ∂ ∂ ∂Ξ

− + − − = − = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (26) 

Здесь /s i siu F−∂Ξ ∂ =  — поверхностные силы. В данном случае поверхностные силы более вы-
соких порядков /s ij sijβ μ−∂Ξ ∂ =  полагаются равными нулю. 

Уравнения (23) – (26) устанавливают уравнения движения с эффектом диссипации и соот-
ветствующими граничными условиями. Уравнение (24) близко к градиентным моделям, так 
как в данном случае введен градиент дисторсии. Из-за введения нелинейных компонентов оно 
может описывать более сложную нелинейную деформацию и разрушение массива горных по-
род по сравнению с линейными уравнениями. 

При статичном состоянии уравнения (23), (24) упрощаются: 

 
22

1 0j ij ji jik ll
i bi

i k i i j j j j

uu
u V F

x x x x x x x x
β β ββλ μ μ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + Δ + − + − + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

, (27) 

 

2 2 2

ln ln

1 21 22 23

2
4 6

( )

( ) ( ) 0.

kj nm nr k
ij kim j kij r kk ij

k i k l l k k

j ji
ij ji ij ji ij kk

i j i

ij kl kl ij kl kl

u
C De e H e e

x x x x x x x

u uu
V V V V

x x x

V V

β β ββ λ β δ

μ μ β β β β δ β

β β β β β β

 ∂  ∂ ∂ ∂
Δ − + + + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 ∂ ∂∂ ′+ + − + + − + + −  ∂ ∂ ∂ 
− − =

 (28) 

По сравнению с традиционной средой Коссера, уравнение (28) включает компоненты бо-
лее высоких порядков, способных описывать явления нелинейной деформации и разрушения. 
Если в дальнейшем не рассматривать влияние фазового перехода, то уравнения (27), (28) ста-
новятся равными: 

 
22

0j ij jik ll
i bi

i k i i j j j

uu
u F

x x x x x x x
β ββλ μ μ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + Δ + − + + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

, (29) 

 

2 2 2

ln ln

( ) 0.

kj nm nr k
ij kim j kij r kk ij

k i k l l k k

j i
ij ji

i j

u
C De e H e e

x x x x x x x

u u
x x

β β ββ λ β δ

μ μ β β

 ∂  ∂ ∂ ∂
Δ − + + + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 ∂ ∂
+ + − + =  ∂ ∂ 

 (30) 

При нулевой необратимой деформации (при 0)ijβ =  (29), (30) переходят в уравнения 

равновесия упругой среды: 

 
2

( ) 0k
i bi

i k

u
u F

x x
λ μ μ∂

+ + Δ + =
∂ ∂

. (31) 
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ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН ГУКА 

Потенциальная энергия, связанная с деформацией, равна 

 2

1 21 22 23

2 2

( )
2 2 2 2

1 1 1 (
2 2 2

ji i i
V ii jj ji ji

i j j j

ji
ji ij km km km mk mm

j i

i
ji ji ji ji ij ji

j

uu u u
U

x x x x

uu C D H
x x

u
V V V V

x

λ μβ β β β

μ β β α α α α α

β β β β β β β

     ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − − +            ∂ ∂ ∂ ∂       
  ∂ ∂

+ − − + + + −    ∂ ∂  
 ∂

− − + + +  ∂ 

2 2 3
4 6

1 1) ( ) ( ) .
4 6kk ij ij ij ijV Vβ β β β+ +

 (32) 

Согласно [13, 39], для упругой дисторсии 0 ( / )ij i j jid u x β= ∂ ∂ − , по этой причине без учета 
динамического влияния обобщенный закон Гука выражается как 

 10 ( )jV k i
ij kk ij ij ji ji

k j iij

uU u u
V

x x xd
σ λ β δ μ μ β β β

 ∂ ∂ ∂ ∂
= = − + + − + −    ∂ ∂ ∂∂    

. (33) 

Когда необратимой деформации нет (при 0)ijβ = , уравнение (33) упрощается до классиче-
ского закона Гука для упругой среды: 

 jk i
ij ij

k j i

uu u
x x x

σ λ δ μ
 ∂∂ ∂

= + +  ∂ ∂ ∂ 
. 

Обобщенные силы ijp  и ijkm , соответствующие ijβ  и ,ij kβ , равны: 

 1

2
21 22 23 4 6

2

( )( ) ( ) ( ) ,

j jV k i
ij ij ji ij ij

ij k i j i

ij ji kk ij ij kl kl ij kl kl

u uU u u
p V

x x x x

V V V V V

λ δ μ β β β
β

β β λ β δ β β β β β β

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = − − + − − − − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

+ + + + + +

 (34) 

 ln ln
,

kj ij npV nm
ijk kim j kij p

ij k i k l l

U
m C De e H e e

x x x x
β β ββ

β
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = − − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
. (35) 

СЛУЧАЙ НАГРУЖЕНИЯ “ОБЪЕМНОЕ РАСШИРЕНИЕ – УПЛОТНЕНИЕ”.  
ВОЛНЫ ДЕФОРМАЦИИ 

Согласно [13], тензор дисторсии раскладывается на три составляющие: 

 1
2 2 3

p p p p
ij ji ij ji p p p p p

ji ij ij ij ijk k

u u u u
ij eβ ε ω γ θ δ ω

+ −
= + = + = + − , (36) 

где p
ijγ , pθ , p

kω  — девиаторная, дилатационная и ротационная составляющие тензора jiβ   
соответственно. 

Аналогично тензор kmα  также представляется в виде суммы трех составляющих [14]: 

 

1
3

p p p
mj mj mjl l

jm
km ijk ijk km km km

i i

e
e e

x x
γ θ ω

γ θ δ ωβ
α α α α

 ∂ + − ∂  = = = + +
∂ ∂

. (37) 
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Здесь 

 1, ,
3

p pp
mj l

km ijk km imk km ijk mjl
i i i

e e e e
x x x

γ θ ωγ ωθα α α
∂ ∂∂= = = −
∂ ∂ ∂

 

— источники необратимых деформаций p
ijγ , pθ  и pω . 

Рассмотрим частные случаи и сравним предлагаемую модель с другими. 
Для случая нагружения “расширение – уплотнение” (при 0, 0)p p

ij kγ ω= =  доминирующей 
деформацией является дилатация 1 / 3 p

ij jiβ θ δ= , т. е. имеет место только объемная деформа-
ция. Данная модель соответствует модели пористой среды с четырьмя степенями свободы: три 
составляющие вектора смещения и объемная деформация. Уравнения движения при этом: 

 
22

0
3

jk
i i bi

i k i j i

uu Pu u F
x x x x x

θρ λ μ
 ∂∂ ∂− − Δ + + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 , (38) 

 3 54
6

1 3( ) ( ) 0
3 9

p p p p pk
p

k

u V RB A P Q V
x

θ θ θ θ θ
θ

∂ ∂− Δ − + + + + =
∂


 , (39) 

где 

 1 1 21 22 232 , 3 2 , 3 2 2
3
DA C P V Q V V V Vλ μ λ μ = − = + + = + + + + + 

 
. 

Соответствующие граничные условия равны 

 12
3 3

jk i
i j i si

k j i

uu u Vn n n F
x x x

λ μ λ μ θ
 ∂∂ ∂  − − + − − + =    ∂ ∂ ∂   

, (40) 

 0k
k

n
x
θ∂ =

∂
. (41) 

Обобщенный закон Гука имеет вид: 

 
3

j pk i
ij ij ij

k j i

uu u P
x x x

σ λ δ μ θ δ
 ∂ ∂ ∂

= + + −    ∂ ∂ ∂   
, (42) 

 3 5
1 4 6

1 1( ) ( ) ,
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j j p p pV k i
ij ij ji ji ji

ij k i j i

u uU u up V M V V
x x x x

λ δ μ θ δ θ δ θ δ
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 (43) 

 
,

1 ( )
3

p p
V

ijk kj ij
ij k i k

U
m C D

x x
θ θδ δ

β
 ∂ ∂ ∂= = − − ∂ ∂ ∂ 

, (44) 

где 

 1 21 22 23
2 2 1 1
3 3 3 3

M V V V Vλ μ= + + + + + . 

Если пренебречь упругой объемной деформацией, то / p
k ku x θ∂ ∂ ≈ . В этом случае при-

меняется (39). Тогда 

 3 54
6

1 3( ) ( ) 0
3 9

p p p p p
p

V RB A Q Vθ θ θ θ θ
θ
∂′− Δ + + + + =
 ,   Q Q P′ = − . (45) 
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Очевидно, что (45) описывает волну “расширение – уплотнение”. Для функции диссипации 
p pR ηθ θ=    оно преобразуется к виду 

 3 5
4 6( ) ( ) 0p p p p p pB A Q V Vθ η θ θ θ θ θ′ ′ ′ ′+ − Δ + + + =  . (46) 

Здесь 

 6η η′ = ,   4
4 3

V
V ′ = ,   6

6 9
V

V ′ = . 

В (46) содержится слагаемое p p pB Aθ η θ θ′+ − Δ  , которое, приравненное к нулю, описывает 
распространения плоских волн дефектов для тензоров плотностей дислокаций α  и потока дис-
локаций I  в твердых телах, полученных в [23]: 

 
2 2

2 20, 0IB B I
S S t S S tt t

αα η ηα α∂ ∂∂ ∂− Δ + = − Δ + =
∂ ∂∂ ∂

, 

S, B — постоянные; η  — тензор вязкости 4-го порядка. 
В общем случае (46) является нелинейным. Оно может рассматриваться как обобщенное 

распространение волн в вязкопластической среде, использоваться для описания импульсных 
волн солитонного типа, бегущих волн и волн перегиба. Для этого необходимо иметь представ-
ление лапласиана в (46) в двумерном и трехмерном случаях. 

В зависимости от соотношений дисперсии и граничных условий уравнение (46) способно 
описать медленную бегущую волну деформации и медленную волну деформации солитонного 
типа. Бегущая волна напряжения сжатия изучалась в массиве пород, окружающем тоннели, 
расположенных в России [32, 34]. Эти же волны исследовались в никелевой шахте “Цзиньчан” 
и железорудной шахте “Чжанцзява” (Китай) [33]. Лабораторные испытания твердых образ-
цов [40] показали, что на стадии идеально пластического течения в твердом теле также распро-
странятся волны солитонного типа. 

В [41] выполнено моделирование волн солитонного типа на примере разлома в земной коре 
на основе возмущенного уравнения синус-Гордона. В этих случаях параметры 4 6, ,V Vη′ ′ ′  опре-
деляются исходя из экспериментальных данных и локальных наблюдений медленных волн де-
формации и зональной дезинтеграции в породе, окружающей заглубленные тоннели. В [42] 
разработана модель на основе фазового перехода для имитации волны деформации. Однако мо-
дель, разработанная в рамках настоящей работы, более подходящая с точки зрения механики. 

Рассмотрим круговой тоннель радиусом 5r =  м и свободной стенкой 5( | 0)p
rθ =∇ = . При-

мем коэффициенты 1B = , 1η′ = , 1A = − , 0.2Q′ = − , 4 1.5V ′ = , 6 1.6V ′ = − , введем граничные 
условия 5| 0p

rθ =∇ = , 10 10
5( ) | 0.054 /p t t

rt e eθ −
= = +  и исходное состояние 0( ) | 0p

trθ = = . Данный 
тип граничных условий может соответствовать динамическому воздействию, возникшему из-
за горных ударов на периферии стенки тоннеля, взрывов газа в тоннеле или других динами-
ческих воздействий. Значения параметров в (46) взяты на основе локальных наблюдений, ско-
рость волны деформации в массиве пород, окружающих выработки шахты Артемовского место-
рождения (Дальний Восток, Россия), составляет ~ 1 м/сут [32]. Форма граничных условий и ис-
ходного состояния уравнения (46) выбрана из [24]. Распространение волны солитонного 
типа представлено на рис. 1. Такой тип солитона также получен в [24]. 



 ГЕОМЕХАНИКА ФТПРПИ, № 3, 2022 

 46 

 
Рис. 1. Распространение волны деформации солитонного типа 

Очевидно, что волна распространяется в радиальном направлении с затуханием амплиту-
ды, но ее форма остается почти неизменной. Затухание амплитуды волны обусловлено демп-
фирующим воздействием и граничными условиями. Если пренебречь влиянием инерции, 
то уравнение (46) упростится: 

 3 5
4 6( ) ( )p p p p

p A Q V Vη θ θ θ θ θ′ ′ ′ ′= Δ − − − . (47) 

Решение (47) может описать распространение пластической деформации по фронту в форме 
волны перегиба. Решение типа волны перегиба получено в [36] для волны деформации в рамках 
модели Френкеля – Конторовой. Для иллюстрации примем следующие коэффициенты: 1η′ = , 

1Q′ = − , 1A = − , 4 15V ′ = − , 6 18V ′ = , введем граничные условия 5| 0p
rθ =∇ = , 5( ) | 0.027p

rtθ = =  
и исходное состояние 0( ) | 0.054 / ( )p r r

tr e eθ −
= = + . Данный тип граничных условий и исходного 

состояния может соответствовать исходному распределению объемной деформации в массиве 
пород, окружающих тоннель. На рис. 2 показано распространение волны перегиба от тоннеля 
в сторону массива относительно времени. Такой тип солитона также получен в [24]. 

 
Рис. 2. Распространение фронта волны во времени 

Статическая форма уравнения (47) имеет вид 

 3 5
4 6( ) ( ) 0p p p pA Q V Vθ θ θ θ′ ′ ′Δ − − − =  (48) 
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и позволяет описать кольцевой тип “расширения – уплотнения” вокруг заглубленных тоннелей, 
так называемую зональную дезинтеграцию [36]. На основе изучения расстояний различных об-
ластей сжатия до стенки тоннеля появляется возможность определить коэффициенты для (48). 
Примем следующие коэффициенты: 1,A =  0.4Q′ = − , 4 1.6V ′ = , 6 2.4V ′ = −  и введем граничные 
условия 5| 0p

rθ =∇ = , 5( ) | 0.027p
rtθ = = , означающие, что повреждение стенки тоннеля макси-

мально. Распределение объемной деформации в радиальном направлении для данного случая 
представлено на рис. 3. 

 
Рис. 3. Распределение pθ  в радиальном направлении 

Распределение обладает квазипериодическим характером с уменьшением амплитуды 
и увеличением периода, что согласуется с локальными наблюдениями [43]. Данная модель 
близка к модели градиента деформации зональной дезинтеграции массива пород в окрестно-
стях заглубленных тоннелей, описанной в [44]. 

Введение компонентов тензора дисторсии более высокого порядка в уравнения движения спо-
собно значительно расширить возможности предлагаемой модели. В последующих работах бу-
дет рассмотрена инвариантность лагранжиана по отношению к преобразованию вращения, гра-
ничным условиям на поверхности, наличию границ раздела фаз в среде и степени деформации. 

ВЫВОДЫ 

Сформулирована математическая модель упругопластического деформирования геосред 
с учетом микроструктуры и фазовых превращений в виде двух типов уравнений движения 
с эффектом диссипации энергии и соответствующих граничных условий. Показано, что эта мо-
дель обобщает известные модели (среда Коссера). 

Установлен обобщенный закон Гука для сред с калибровочным эффектом. Получено 
обобщенное уравнение распространения в вязкопластической среде волн следующих струк-
тур — волн солитонного типа, бегущих волн, волн перегиба. Рассмотрены примеры распро-
странения этих волн на шахтах и в окрестности тоннелей глубокого залегания. 
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