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Введение

В настоящее время наряду с классическими бездисперсионными моделями мелкой во-
ды, описывающими поведение длинных волн [1, 2], применяются нелинейно-дисперсион-
ные (НЛД) модели, включающие частотную дисперсию, заметную при распространении
волн средней длины [3–6]. Один из способов определения областей применимости моде-
лей мелкой воды опирается на использование дисперсионного параметра µ = d0/λ0 (d0 и
λ0 — характерные значения глубины акватории и длины волны) и заключается в оцен-
ке отклонений дисперсионных характеристик моделей мелкой воды от соответствующих
характеристик трехмерной линеаризованной задачи Коши–Пуассона для потенциальных
течений. В результате получаются ограничения на µ [7]: для длинных волн µ . 0.05, для
средних волн µ . µ∗, при этом для известных НЛД-моделей второго длинноволнового
приближения [4, 5] имеем µ∗ = 0.22. Рассматриваемая в настоящей работе модель вто-
рого длинноволнового приближения с повышенной до O(µ4) точностью дисперсионного
соотношения обладает более широкой областью применимости: µ∗ = 0.5 [8].

Простейшим представителем НЛД-моделей является уравнение Бенджамина–Бона–
Махони [9, 10]

ηt + c0ηx =
d2

6
ηxxt, (1)

которое можно рассматривать как упрощенный вариант известной модели Серре–Грина–
Нагди (SGN-модель) [6] для описания однонаправленного распространения слабо дис-
пергирующих волн малой амплитуды. Здесь η — отклонение свободной поверхности во-
ды от невозмущенного уровня, d — глубина канала с горизонтальным дном, c0 =

√
gd,

g —ускорение свободного падения. Уместно отметить, что аббревиатура SGN связана с
именами авторов публикаций [3, 4], в которых в противовес классическим слабонелиней-
ным моделям Буссинеска при выводе НЛД-модели не сделано предположение о малости
амплитуды волны. НЛД-модели оказались востребованными на практике, что обусло-
вило их интенсивное развитие в сторону расширения области применения и повышения
точности воспроизведения характеристик изучаемых волновых процессов [6, 11].

До 90-х годов прошлого века преимущественно рассматривались НЛД-модели второ-
го длинноволнового приближения уравнений Эйлера (с формальной точностью O(µ2)).
Согласно способу получения определяющих уравнений этих моделей, соответствующие
дисперсионные соотношения с такой же точностью O(µ2) аппроксимировали дисперси-
онное соотношение исходной трехмерной модели.

Впоследствии было реализовано несколько идей повышения точности дисперсион-
ного соотношения моделей с сохранением порядка их длинноволновой аппроксимации
[7, 12]. В частности, в работе [8] выведена полностью нелинейная модель второго длин-
новолнового приближения O(µ2), в которой порядок точности дисперсионного соотно-
шения достигает O(µ4). Эта модель, далее именуемая mSGN-моделью, получена путем
модификации негидростатической части давления в SGN-модели. Упрощенный вариант
mSGN-модели отличается от (1) наличием числового параметра β, а именно

ηt + c0ηx =
d2

6

(
(1− β)ηxxt − c0βηxxx

)
, (2)

при этом суть модификации состоит в том, что при подходящем выборе значения β фазо-
вые характеристики mSGN-модели и полной модели потенциальных течений совпадают
вплоть до O(µ4) против O(µ2) для случая SGN-модели (для модели (2) β = −0.9).
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Известно, что классические уравнения мелкой воды, не учитывающие дисперсию,
формально можно рассматривать как частный случай уравнений газодинамики для по-
литропного газа, поэтому к ним удается применить всю теорию и численные методы
для систем уравнений гиперболического типа [13, 14]. Переход к построению численных
методов уравнений мелкой воды второго порядка по длинноволновому параметру ока-
зался не столь простым. Причина в том, что система уравнений НЛД-модели не является
системой типа Коши–Ковалевской, так как содержит смешанные производные третьего
порядка по времени и пространственным переменным. Это обстоятельство требует спе-
циальных подходов к численной реализации НЛД-уравнений [15–17].

В [18] предложен численный алгоритм, особенность которого состоит в том, что он
базируется на аппроксимации расширенной системы уравнений, состоящей из системы
уравнений гиперболического типа, аналогичной системе уравнений мелкой воды, и урав-
нения эллиптического типа для проинтегрированной по глубине дисперсионной состав-
ляющей давления ϕ. Применительно к mSGN-модели (2) расширенная система выглядит
следующим образом:

ηt + c0ηx = ϕx, (1− β)ϕxx −
ϕ

ν
= c0ηxx, ν =

d2

6
.

В работах [16, 17] для расширенной системы, соответствующей SGN-модели, бы-
ли предложены разностные схемы типа предиктор–корректор, которые успешно при-
меняются для расчета течений с поверхностными волнами на плоскости и сфере [6]. В
случае модели с улучшенным дисперсионным соотношением к аппроксимирующей ее
разностной схеме предъявляются дополнительные требования согласования “схемной”
дисперсии и дисперсии дифференциальной модели. В настоящей работе для решения
mSGN-уравнений путем модификации одной из разностных схем [16] построена схема
типа предиктор–корректор, содержащая параметр β, подходящий выбор которого обес-
печивает повышенный порядок точности ее дисперсионного соотношения. Выполнен дис-
сипативный и дисперсионный анализ новой схемы, получено условие ее устойчивости,
выписана и проанализирована формула для фазовой ошибки. Определен круг схемных
параметров и значение β, при которых достигается одинаковый порядок точности фа-
зовых характеристик разностной схемы, аппроксимируемой ею mSGN-модели и полной
модели потенциальных течений. Исследовано влияние параметра β на подавление корот-
коволновых гармоник. Проведенный анализ продемонстрировал ряд преимуществ пред-
ложенного численного алгоритма по сравнению с аналогичным для SGN-модели.

1. Уравнения mSGN-модели
и свойства дисперсионного соотношения

К настоящему времени выведено множество моделей мелкой воды с дисперсией, отра-
жающих широкий спектр задач о поведении относительно длинных поверхностных волн
в разнообразных акваториях. Соответствующие НЛД-уравнения выводятся из уравне-
ний Эйлера в предположении, что течение жидкости имеет длинноволновой характер,
т. е. параметр µ мал. При выводе моделей мелкой воды второго длинноволнового при-
ближения величинами порядка O(µ4) пренебрегают.

В работе [8] получена mSGN-модель — однопараметрическая полностью нелиней-
ная слабо дисперсионная модель с улучшенными дисперсионными свойствами, предна-
значенная для описания поверхностных волн средней длины, распространяющихся над
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нестационарным дном произвольной формы. В настоящей работе представлен одномер-
ный вариант этой модели.

Рассматривается течение идеальной несжимаемой жидкости в слое, ограниченном
снизу подвижным дном y = −h(x, t), а сверху свободной границей y = η(x, t), где
t — время, x — координата точки в декартовой системе координат Oxy, ось Oy ко-
торой направлена вертикально вверх, а ось Ox совпадает с невозмущенной поверхно-
стью воды (“одномерное” течение). Искомыми величинами являются полная глубина
H(x, t) = h(x, t) + η(x, t) и скорость u(x, t) — средняя по толщине слоя воды горизон-
тальная составляющая вектора скорости течения U (далее переменную u = u(x, t) также
будем называть скоростью).

Как показано в [8], mSGN-уравнения имеют компактную квазидивергентную форму
записи:

Ht + (Hu)x = 0, (Hu)t +
(
Hu2 + p

)
x

= p̌hx,

где

u(x, t) =
1

H(x, t)

η(x,t)∫
−h(x,t)

U(x, y, t) dy,

p — давление:

p = g
H2

2
− ϕ, ϕ =

H3

3
R1 +

H2

2
R2,

R1 = D(ux)− (ux)2 − βIx, R2 = D2h− βIhx, I = ut + uux + gηx,

p̌ — давление на дне:

p̌ = gH − H2

2
R1 −HR2,

D = ∂/∂t + u∂/∂x. Числовой параметр β в формулах для негидростатической части
давления p далее будет определен таким образом, что фазовые характеристики mSGN-
модели (второго приближения) и полной модели потенциальных течений совпадут
вплоть до членов порядка O(µ4). При β = 0 выписанная система уравнений соответ-
ствует SGN-модели.

1.1. Дисперсионный анализ mSGN-модели

Для изучения свойств НЛД-уравнений, а также аппроксимирующих их разностных
схем, привлекают упрощенные формулировки [15, 16]. При линеаризации в случае гори-
зонтального дна mSGN-модель принимает вид

ηt + dux = 0, ut + gηx =
d2

3

(
(1− β)ut − βgηx

)
xx
, (3)

где 0 < d = const — глубина невозмущенной воды. Для исследования дисперсионных
свойств этой модели рассматриваются решения, имеющие вид гармоник

η(x, t) = a0e
−i(ωt−kx), u(x, t) = u0e

−i(ωt−kx),

где a0 и u0 — амплитуды гармоник, k = 2π/λ — волновое число, ω — волновая частота.
Для линеаризованной mSGN-модели (3) выражение для частоты выглядит следующим
образом:
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ω =

(
gdk2 1− βζ2/3

1 + (1− β)ζ2/3

)1/2

, (4)

где ζ = kd = 2πµ и является действительным числом только в случае β ≤ 0.
Оценку дисперсионных свойств выполним сравнением фазовой скорости cmSGN=ω/k

с эталонным (reference) аналогом cref линеаризованной задачи Коши–Пуассона для по-
тенциальных течений:

∆mod(ζ) = cmSGN(ζ)− cref(ζ), ζ ≥ 0. (5)

Используя разложение по малому параметру ζ, получаем

cmSGN = c0

√
1− βζ2/3

1 + (1− β)ζ2/3
= c0

(
1− ζ2

6
+ (1− β)

ζ4

18
− ζ4

72

)
+O

(
ζ6
)
,

cref = c0

√
tanh ζ

ζ
= c0

(
1− ζ2

6
+
ζ4

15
− ζ4

72

)
+O

(
ζ6
)
.

Сравнивая эти формулы, видим, что выбор значения β = −0.2 позволяет повысить по-
рядок аппроксимации фазовой скорости mSGN-модели до ∆mod(ζ) = O(ζ6).

На рисунке 1 изображены графики зависимости (5) при различных значениях пара-
метра β. Все графики фазовой скорости cmSGN(ζ) при β ∈ (−0.2, 0) расположены между
кривыми, отвечающими β = 0 и β = −0.2, и в этом же коридоре находится график
функции cref(ζ), который имеет единственную точку пересечения ζ∗(β) > 0 c графиком
cmSGN(ζ) при β ∈ (−0.2, 0), причем [8] limβ → −0.2 ζ

∗(β) = 0, что согласуется с наличием
теоретически оптимального значения β = −0.2 (при малых ζ).

Рис. 1. Графики отклонений (5) фазовой скорости mSGN-модели от эталонной фазовой скоро-
сти cref при β = 0, −0.05, −0.1, −0.15, −0.167, −0.2 (кривые 1–6 соответственно)

Однако более важным для практики будет выбор такого оптимального β, при кото-
ром достигается минимальное отклонение фазовой скорости mSGN-модели от эталонной
не только при малых ζ, а на всем интервале (0, µr), где µr = 0.5 — граница области
применимости рассматриваемой модели [8]. Значение µr = 0.5 соответствует ζr = π. При
использовании равномерной нормы maxζ∈[0, π] |∆mod(ζ)| оптимальным значением будет
β = −0.167. График, соответствующий этому значению, изображен кривой 5 на рис. 1.
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2. Численный алгоритм для mSGN-модели

Расширенная система уравнений, соответствующая линеаризованной mSGN-моде-
ли (3), имеет вид

ηt + dux = 0, ut + gηx =
ϕx
d
, (1− β) ϕxx −

ϕ

ν
= c2

0 ηxx, ν =
d2

3
. (6)

Для численного решения этих уравнений применим разностную схему предиктор–кор-
ректор, используя на каждом слое по времени t = tn следующую аппроксимацию урав-
нения для ϕ:

(1− β) ϕnx̄x,j −
ϕnj
ν

= c2
0 η

n
x̄x,j , (7)

где ϕx̄x, ηx̄x — вторые разностные производные на симметричном трехточечном шаблоне
равномерной сетки с шагом ∆x по переменной x, tn = nτ , τ — шаг по времени.

На шаге “предиктор” вычисляются значения искомых величин в центрах ячеек:

η∗j+1/2 −
1

2
(ηnj+1 + ηnj )

τ∗
+ d

unj+1 − unj
∆x

= 0,

u∗j+1/2 −
1

2
(unj+1 + unj )

τ∗
+ g

ηnj+1 − ηnj
∆x

=
1

d

ϕnj+1 − ϕnj
∆x

,

(8)

(1− β) ϕ∗x̄x,j+1/2 −
ϕ∗j+1/2

ν
= c2

0 η
∗
x̄x,j+1/2, (9)

где τ∗ = τ(1+θnj+1/2)/2, θnj+1/2 — схемный параметр, надлежащий выбор которого гаран-
тирует выполнение TVD-свойства.

Далее выполняется шаг “корректор”:

ηn+1
j − ηnj

τ
+ d

u∗j+1/2 − u
∗
j−1/2

∆x
= 0,

un+1
j − unj

τ
+ g

η∗j+1/2 − η
∗
j−1/2

∆x
=

1

d

ϕ∗j+1/2 − ϕ
∗
j−1/2

∆x
.

(10)

При θ = O(∆x) рассматриваемая явная схема имеет второй порядок аппроксимации.
Исследуем выписанную разностную схему методом гармонического анализа. Прежде

всего исключим из уравнений (9), (10) величины η∗ и u∗, вычисленные на шаге “предик-
тор”, считая, что θ = const:

(1− β) ϕ∗x̄x,j+1/2 −
ϕ∗j+1/2

ν
= c2

0

(
ηnx̄x,j+1 + ηnx̄x,j

2
− τ∗d

unx̄x,j+1 − unx̄x,j
∆x

)
, (11)

ηn+1
j − ηnj

τ
+ d

unj+1 − unj−1

2∆x
= τ∗c2

0 η
n
x̄x,j − τ∗ϕnx̄x,j , (12)

un+1
j − unj

τ
+ g

ηnj+1 − ηnj−1

2∆x
= τ∗c2

0 u
n
x̄x,j +

1

d

ϕ∗j+1/2 − ϕ
∗
j−1/2

∆x
. (13)

Будем искать решения разностной схемы в виде гармоник

ηnj = A0ρ
neijξ, unj = U0ρ

neijξ, ϕnj = Φ0ρ
neijξ, ϕ∗j+1/2 = Φ∗0ρ

nei(j+1/2)ξ, ξ = k∆x,

подстановка которых в разностные уравнения (7), (11) приводит к соотношениям:
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Φ0 =
4δ2c2

0

3a
s2A0, Φ∗0 =

2δ2c2
0

3a
s
(
A0 sin ξ − i4τ∗δs2U0

)
, (14)

где
a = 1 + (1− β)Ds2, s = sin

ξ

2
, δ =

d

∆x
, D =

4δ2

3
, ξ ∈ [0, π] .

Параметр δ характеризует степень разрешимости сетки по отношению к характерной
глубине d. Далее, после подстановки гармоник в уравнения (12), (13) с привлечением (14),
получаем следующую систему уравнений относительно амплитуд A0 и U0:

A0

(
ρ− 1 + 2c2

0æ
2(1 + θ)Ks2

)
+ U0 (iæd sin ξ) = 0,

A0

(
igæK sin ξ

)
+ U0

(
ρ− 1 + 2c2

0æ
2(1 + θ)Ks2

)
= 0,

(15)

где
K =

1− βDs2

a
> 0, æ =

τ

∆x
.

Условие существования ненулевых решений линейной однородной системы уравне-
ний (15) приводит к соотношению(

ρ− 1 + 2c2
0æ

2(1 + θ)Ks2
)2

+ c2
0æ

2K sin2 ξ = 0,

откуда получаем формулу для множителя перехода разностной схемы (7)–(10)

ρ = 1− 2(1 + θ)c2
0æ

2Ks2 ± ic0æ
√
K sin ξ (16)

и формулу для модуля множителя перехода

|ρ| =
[
1− 4c2

0æ
2Kz

(
θ + z − c2

0æ
2(1 + θ)2Kz

)]1/2
, z = s2, z ∈ [0, 1] . (17)

На рис. 2 а приведены графики модуля множителя перехода схемы предиктор–кор-
ректор при нескольких значениях параметра β и θ = 0, c0æ = 1, δ = 2, а на рис. 2 б — для
диапазона значений β ∈ [−0.5, 0]. Видно, что на длинных волнах (при малых ξ) параметр
β практически не влияет на подавление гармоник. На коротких волнах значения |ρ| для
mSGN-схемы (β < 0) существенно меньше, чем для SGN-схемы (β = 0).

Рис. 2. Модуль множителя перехода |ρ| схемы предиктор–корректор: а) β = 0,−0.2,−0.393
(кривые 1–3 соответственно); б) изолинии поверхности |ρ| = |ρ|(ξ, β)
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2.1. Устойчивость разностной схемы

Исследование свойств модуля множителя перехода позволяет получить ряд фунда-
ментальных характеристик разностной схемы. Начнем с поиска условий устойчивости.
Необходимым условием устойчивости разностной схемы (7)–(10) является неравенство

|ρ| ≤ 1 ∀ z ∈ [0, 1], (18)

которое требуется преобразовать в эквивалентное ограничение на число Куранта c0æ.
Исследование осложняется тем, что выражение (17) содержит три параметра: θ, δ > 0,
β ≤ 0. В частных случаях справедливы следующие утверждения: если θ = 0, то (18)
эквивалентно условию

c0æ |θ=0 ≤ 1; (19)

если β = 0 (SGN-схема), то (18) эквивалентно [16] условию

c0æ |β=0 ≤
1 + 2δ

√
θ/3

1 + θ
. (20)

Кроме того, из условия (18) следует, что

θ ≥ 0. (21)

Далее будем предполагать, что θ > 0 и β < 0, а также учитывать малость схемного
параметра θ. В силу непрерывности функции K(z) условие (18) равносильно выполне-
нию неравенства

f(z) ≥ 0 ∀ z ∈ [0, 1], (22)

где
f(z) = D(1− β + βK)z2 +

(
1 + (1− β)Dθ −K

)
z + θ, K = c2

0æ
2(1 + θ)2. (23)

Коэффициент при z2 в трехчлене (23) положителен, т. е.

K < 1− 1

β
, (24)

в силу того, что соотношение, противоположное выписанному, противоречит при θ → 0
необходимому условию (19).

Рассмотрим дискриминант J квадратного уравнения f(z) = 0:

J =
[
K − 1−Dθ(1− β)

]2 − 4Dθ(1− β + βK) =
[
1 +Dθ(1 + β))−K

]2 − 4Dθ(1 + βDθ).

Если дискриминант неположителен, т. е.(√
Dθ −

√
1 + βDθ

)2
≤ K ≤

(√
Dθ +

√
1 + βDθ

)2
, (25)

то неравенство (22) выполняется для всех z, при этом, учитывая малость величины θ > 0,
будем далее полагать, что справедливо неравенство

1 + βDθ ≥ 0. (26)
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Правая граница найденного отрезка (25) должна удовлетворять ограничению (24):(√
Dθ +

√
1 + βDθ

)2
< 1− 1

β
.

Перепишем это соотношение в виде

2
√
Dθ(1 + βDθ) < − 1

β
− (1 + β)Dθ.

При условии (26) правая часть этого неравенства положительна, следовательно, оно
равносильно следующему: (

1

β
+ (1− β)Dθ

)2

> 0. (27)

Очевидно, что при условии

Dθ < − 1

β(1− β)
(28)

неравенство (27) выполняется, а также выполняется условие (26). Поэтому далее будем
предполагать, что схемный параметр θ удовлетворяет ограничению (28).

Если J > 0, т. е.

K <
(√
Dθ −

√
1 + βDθ

)2
(29)

или
K >

(√
Dθ +

√
1 + βDθ

)2
, (30)

то уравнение f(z) = 0 имеет два действительных корня одного знака. В случае (29)
коэффициент при z в трехчлене (23) положителен:

1 + (1− β)Dθ −K > −2βDθ + 2
√
Dθ
√

1 + βDθ > 0,

поэтому неравенство (22) выполняется. В последнем случае (30) коэффициент при z
отрицателен при условии (28):

1 + (1− β)Dθ −K < −2
√
Dθ
(√

1 + βDθ + β
√
Dθ
)

= −2
√
Dθ 1 + β(1− β)Dθ
√

1 + βDθ − β
√
Dθ

< 0,

поэтому корни уравнения f(z) = 0 положительны и для выполнения условия (22) необ-
ходимо, чтобы вершина параболы (23) располагалась справа от точки z = 1, а значение
f(1) было неотрицательным:

−1 + (1− β)Dθ −K
2D(1− β + βK)

> 1, D(1− β + βK) + 1 + (1− β)Dθ −K + θ ≥ 0.

Эту систему неравенств можно записать в следующей эквивалентной форме:

1 +
2D + (1− β)Dθ

1− 2βD
< K ≤ 1 +

D + (1− β)Dθ + θ

1− βD
,

из которой следует, что необходимое условие (19) нарушается при θ → 0. Следовательно,
случай (30) невозможен.

Таким образом, условие (22) эквивалентно выбору таких значений K, которые удовле-
творяют либо неравенству (25), либо (29), что можно записать в виде одного неравенства
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c0æ ≤
2δ
√
θ/3 +

√
1 + 4δ2βθ/3

1 + θ
(31)

при дополнительном ограничении (28):

θ < − 3

4δ2β(1− β)
= θ0, β < 0. (32)

Это ограничение на выбор θ не является жестким. Например, если β = −0.393 (это зна-
чение β является оптимальным для минимизации фазовой ошибки при δ = 2 в частном
случае), то θ0 ≈ 0.342.

Заметим, что неравенство (31) в пределе θ → 0 переходит в (19), а при β → 0 — в (20),
поэтому и для этих частных случаев можно использовать ограничение (31) в качестве
условия устойчивости схемы предиктор–корректор.

На рис. 3 изображены графики C = c0æ = C(θ) верхней границы области устойчиво-
сти схемы предиктор–корректор, используемой для решения задач в рамках бездиспер-
сионной (NSWE) модели мелкой воды (ϕ ≡ 0) и дисперсионных SGN- и mSGN-моделей.
Видно, что при θ > 0 условие устойчивости (31) дисперсионных моделей допускает про-
ведение расчетов с числами Куранта, бо́льшими единицы. Для mSGN-схемы предиктор–
корректор (β < 0) условие устойчивости является более жестким, чем условие (20) для
SGN-схемы (β = 0), но менее ограничительным по сравнению с условием устойчивости
c0æ ≤ 1/

√
1 + θ для схемы, аппроксимирующей NSWE-уравнения.

Рис. 3. Верхняя граница C = c0æ области устойчивости схемы предиктор–корректор при δ=2
для моделей NSWE (кривая 1), SGN (кривая 2), mSGN при β = −0.2,−0.393 (кривые 3 и 4
соответственно)

2.2. Оценка изменения фазы за один шаг по времени

Известно [19], что любая разностная схема обладает присущими ей диссипативными
и дисперсионными свойствами. Учитывая повышенный порядок mSGN-модели, к по-
строенной разностной схеме (7)–(10) следует предъявить требование согласованности
“схемной” дисперсии и дисперсии дифференциальной модели.

Оценим изменение фазы множителя перехода разностной схемы (7)–(10) за один шаг
по времени, которое для гармоник определяется следующей формулой:



З.И. Федотова, Г.С. Хакимзянов 461

Φpc = arg ρ = 2 arcsin

(
1√
2|ρ|

√
|ρ| − Re(ρ)

)
, (33)

при этом в формуле (16) взят знак “+”. Для длинных волн (малых ξ) имеет место выра-
жение

Φpc = c0æ ξ − c0æ
δ2

6
ξ3 +

c0æ

6

(
c2

0æ
2(3θ + 1)− 1

)
ξ3 +

c0æ ξ
5

[(
3− 4βpc

) δ4

72
−
(
2c2

0æ
2(3θ + 1)− 1

) δ2

24
+
c2

0æ
2(1− 3θ)

24
−

c4
0æ

4(7− 32θ2)

128
+

1

120

]
+O

(
ξ7
)
.

Здесь для параметра β в разностной схеме введено новое обозначение βpc, поскольку
оптимальные значения этого параметра в схеме и mSGN-модели могут отличаться. Учи-
тывая соотношения (4) и ζ = ξδ, cравним эту формулу с формулой изменения фазы
гармоник в mSGN-модели

ΦmSGN = ωτ = c0æ ξ

√
1− βδ2ξ2/3

1 + (1− β)δ2ξ2/3
, (34)

которая в случае длинных волн имеет вид

ΦmSGN = c0æ ξ − c0æ
δ2

6
ξ3 + c0æ(3− 4β)

δ4

72
ξ5 +O

(
ξ7
)
. (35)

В результате получим следующее выражение для фазовой ошибки:

∆ = Φpc − ΦmSGN =
c0æ

6

(
c2

0æ
2(3θ + 1)− 1

)
ξ3 +

c0æ ξ
5

[
(β − βpc)

δ4

18
−
(
2c2

0æ
2(3θ + 1)− 1

) δ2

24
+
c2

0æ
2(1− 3θ)

24
−

c4
0æ

4(7− 32θ2)

128
+

1

120

]
+O

(
ξ7
)
.

Далее учтем, что при оптимальном значении β = −0.2 изменение фазы длинновол-
новых гармоник (35) в mSGN-модели совпадает вплоть до членов порядка O(ξ5) c вели-
чиной изменения фазы в модели потенциальных течений

Φref = c0æ ξ − c0æ
δ2

6
ξ3 + c0æ

19δ4

360
ξ5 +O

(
ξ7
)
,

где

Φref = c0æ ξ

√
tanh(ξδ)

ξδ
. (36)

Поэтому потребуем, чтобы это свойство сохранялось разностной схемой, т. е. чтобы до-
полнительная дисперсия, вносимая разностной схемой, приводила к малой фазовой
ошибке ∆ = O

(
ξ7
)
, что достигается при выполнении условий:

c0æ =
1√

1 + 3θ
, (37)
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βpc = −1

5
− 3

4δ2
−

9
(
3− 32θ + 32θ2

)
320 (1 + 3θ)2 δ4

.

Заметим, что при θ < min{1, θ0} число Куранта (37) находится в области устойчиво-
сти (31) разностной схемы (7)–(10).

При ∆x → 0 и, следовательно, δ → ∞ получаем, что βpc → −0.2, т. е. в случае
длинных волн оптимальное значение параметра β в разностной схеме стремится при из-
мельчении сетки к оптимальному значению в линеаризованной mSGN-модели. В частном
случае, когда δ = 2 и θ = 0, получаем, что βpc = −0.393.

Таким образом, удалось найти параметры, при которых достигается порядок O
(
ξ7
)

фазовой ошибки разностной схемы как по отношению к аппроксимируемой mSGN-мо-
дели, так и модели потенциальных течений, при этом разностная схема и mSGN-модель
имеют отличающиеся оптимальные значения параметра β, что вполне ожидаемо.

На рис. 4 а изображены графики изменения фазы гармоник за один шаг по времени в
модели потенциальных течений (36), mSGN-модели (34), SGN-модели (34) при β = 0 и в
схеме предиктор–корректор (33) при нескольких значениях параметра β и θ = 0, c0æ = 1,
δ = 2. Видно, что при использовании mSGN-схемы с параметром β = −0.393 достигается
хорошая аппроксимация эталонной фазы в области применимости модели (для mSGN-
модели это область µ ≤ 0.5, что эквивалентно ξδ ≤ π). На рис. 4 б демонстрируется
изменение фазы множителя перехода mSGN-схемы для диапазона значений β ∈ [−0.5, 0].
Желательным свойством любой схемы является малое изменение фазы на тех коротких
волнах (при ξ → π), которые не описываются моделью. Видно, что для mSGN-схемы
предиктор–корректор это свойство выполняется.

Рис. 4. Графики изменения фазы: а) для операторов перехода линеаризованной модели потен-
циальных течений (кривая 1), SGN-модели (кривая 2), mSGN-модели при β = −0.2 (кривая 3),
для множителей перехода SGN-схемы (кривая 4), mSGN-схемы при β = −0.2, −0.393 (кривые 5
и 6 соответственно); б) изолинии поверхности Φ = Φ(ξ, β) для mSGN-схемы

2.3. Диссипативная ошибка

Под диссипацией χ разностной схемы будем понимать разность модулей перехода
разностной схемы и аппроксимируемой ею дифференциальной системы уравнений:

χ = |Ω| − |ρ|.
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Рассматриваемые нелинейно-дисперсионные модели не содержат диссипативных членов,
поэтому |Ω| ≡ 1. Величина |ρ| характеризует изменение гармоник на волнах любой дли-
ны, тогда как аппроксимация имеет смысл только на длинных волнах.

2.3.1. Диссипативная ошибка на длинных волнах

Чтобы посмотреть поведение разностной схемы (7)–(10) на длинных волнах, надо
разложить модуль перехода (17) в ряд по малому параметру ξ. В результате получаем
следующее выражение для диссипации:

χ = c2
0æ

2θ
ξ2

2
+ c2

0æ
2

[
1− c2

0æ
2(1 + 2θ)− 1 + 4δ2

3
θ

]
ξ4

8
−

c2
0æ

2δ2
[
3− 6c2

0æ
2(1 + 2θ)− 2θ − 4θ(1− β)δ2

] ξ6

72
−

c2
0æ

2

[(
1− c2

0æ
2(1 + 2θ)

)(
1− 3c2

0æ
2θ
)
− θ

15

]
ξ6

48
+O

(
ξ8
)
.

Видим, что параметр β не входит в главные члены разложения, имеющие порядки O
(
ξ2
)

и O
(
ξ4
)
, и тем самым не оказывает существенного влияния на диссипацию разностной

схемы в случае длинных волн. Графики, изображенные на рис. 2, показывают, что это
свойство разностной схемы (слабая зависимость диссипации схемы от параметра β) вы-
полняется не только при малых ξ, но и во всей области применимости mSGN-модели
(ζ ≤ π, что при δ = 2 равносильно неравенству ξ ≤ π/2).

2.3.2. Коэффициент затухания коротких волн

Поскольку область применимости mSGN-модели определяется [8] неравенством
µ ≤ 0.5, то воспроизводить коротковолновую часть течения с помощью mSGN-схемы
бессмысленно. Более того, возникающие по ряду причин коротковолновые “нефизиче-
ские” осцилляции необходимо подавлять, так как они не только создают “шум”, но и
могут приводить в нелинейном случае к неустойчивости. Поэтому разностные схемы,
обеспечивающие сильное погашение коротковолновых гармоник, являются более пред-
почтительными.

Согласно (17), коэффициент затухания (подавления гармоник за один шаг по време-
ни) для mSGN-схемы определяется выражением

|ρ|
|Ω|

= |ρ| =
[(

1− 2c2
0æ

2(1 + θ)Kz
)2

+ 4c2
0æ

2Kz(1− z)
]1/2

, z = sin2 ξ

2
, ξ ∈ [0, π].

Коэффициент затухания зависит от четырех параметров (β, θ, c0æ, δ) и при различ-
ных сочетаниях между значениями этих параметров может быть как монотонной, так и
немонотонной функцией переменной ξ. При выполнении условий (31), (32) достаточным
условием монотонного убывания коэффициента затухания является следующее ограни-
чение на число Куранта:

c0æ ≤
1√

1 + θ
, (38)

где θ ≥ 0. При выполнении условия (38) коротковолновые гармоники подавляются силь-
нее, чем длинноволновые. В частном случае это свойство демонстрируется графиками
изменения модуля множителя перехода схемы предиктор–корректор, изображенными на
рис. 2.
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Также представляет интерес характер зависимости коэффициента затухания от па-
раметра β. Рассмотрим эту зависимость только в случае самых коротких гармоник,
которые может воспроизвести разностная схема, т. е. при λ = 2∆x или ξ = π. При
этом, основываясь на результатах, полученных в пунктах 1.1 и 2.2, будем считать, что
β ≥ −0.5. Кроме того, здесь будем предполагать, что параметр δ удовлетворяет такому
же ограничению δ ≥ 2, которое использовалось при численном решении задач в рамках
SGN-модели [6], т. е. разрешимость сетки такова, что на глубину жидкости приходится
не менее двух пространственных шагов ∆x. Тогда с учетом (38) получим

2c2
0æ

2(1 + θ)
1− βD

1 + (1− β)D
≤ 2

1− βD
1 + (1− β)D

∣∣∣∣
β=−0.5

≤ 4 + 2D
2 + 3D

∣∣∣∣
δ=2

=
22

27
< 1,

поэтому коэффициент затухания вычисляется по формуле

|ρ|
∣∣
ξ=π

= 1− 2c2
0æ

2(1 + θ)
1− βD

1 + (1− β)D
(39)

и является монотонно возрастающей функцией параметра β, достигая своего максималь-
ного значения при β = 0. В частном случае это свойство подтверждается графиками на
рис. 2, которые свидетельствуют о том, что наиболее слабое затухание коротких волн
происходит при β = 0. Таким образом, по свойству подавления коротковолновых гармо-
ник mSGN-схема (β < 0) предпочтительнее аналогичной схемы для SGN-модели (β = 0).

Заключение

Разностная схема предиктор–корректор, ранее предложенная для SGN-модели,
обобщена на случай mSGN-модели. Проведено исследование основных свойств постро-
енной разностной схемы: найдено условие устойчивости, выписана и проанализирована
формула для фазовой ошибки, определены параметры разностной схемы и значение β,
позволяющие достичь одинакового порядка точности фазовых характеристик разност-
ной схемы, аппроксимируемой mSGN-модели и полной модели потенциальных течений.
Показано, что с введением параметра β в разностной схеме происходит более сильное,
по сравнению со случаем β = 0, подавление коротковолновых гармоник, и построенный
для mSGN-модели вычислительный алгоритм имеет ряд преимуществ перед аналогич-
ным для SGN-модели.

В следующей статье, которая является второй частью работы по исследованию
свойств разностных схем для решения нелинейно-дисперсионных уравнений повышенной
точности, будут изложены результаты исследований схемы предиктор–корректор, пред-
назначенной для решения плановых mSGN-уравнений — двумерных нелинейно-диспер-
сионных уравнений мелкой воды с повышенной точностью дисперсионного соотношения.
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