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С помощью метода A-операторов выполнена классификация по законам сохранения ну-
левого порядка системы уравнений изоэнтропического движения газа при n > 2. Уста-
новлено, что новые законы сохранения имеют место только для потенциального изоэн-
тропического движения газа Чаплыгина. В этом случае число нетривиальных законов
сохранения наибольшее, причем n скалярных законов сохранения являются нелокаль-
ными. Показано, с какими дополнительными свойствами симметрии рассматриваемых
уравнений связаны эти законы сохранения.
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Введение. Отысканию законов сохранения для систем дифференциальных уравнений
посвящено большое количество работ. В частности, в работе [1] получена полная система
законов сохранения нулевого порядка для уравнений движения совершенного газа в трех-
мерном случае. В [2] для уравнений движения политропного газа в результате действия
операторов точечных симметрий на классические законы сохранения найдены дополни-
тельные законы сохранения. В работе [2] также получен дополнительный закон сохранения
для системы уравнений потенциального изоэнтропического движения политропного газа.

В настоящей работе методом A-операторов [3] выполнена классификация по законам
сохранения нулевого порядка системы уравнений изоэнтропического движения газа при

n > 2. Показано, что условие изоэнтропического характера течения не приводит к появ-
лению в этой системе (в отличие от обычной системы уравнений движения газа) новых
законов сохранения.МетодомA-операторов выполнена классификация по законам сохране-
ния нулевого порядка системы уравнений безвихревого изоэнтропического движения газа

и системы уравнений потенциального изоэнтропического движения газа. Для последней
системы наибольшее число нетривиальных законов сохранения имеет место в случае газа

Чаплыгина, при этом n скалярных законов сохранения являются нелокальными. Для си-
стемы уравнений потенциального изоэнтропического движения газа проведена групповая

классификация, позволяющая расширить множество нетривиальных законов сохранения
нулевого порядка. Установлено, что в случае газа Чаплыгина эта система допускает наи-
более широкую группу Ли преобразований.

Изоэнтропическое движение газа описывается уравнениями

ut + (u · ∇)u + f(ρ)∇ρ = 0, ρt + u · ∇ρ + ρ div u = 0, (1)
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где t — время; u = u(t,x) — вектор скорости; ρ = ρ(t,x) — плотность; x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn (n > 2); f = f(ρ) = c2/ρ; c = c(ρ) > 0 — скорость звука.

В случае безвихревого изоэнтропического движения к системе (1) добавляется урав-
нение

∇Λu = 0. (2)

Введя потенциал ϕ = ϕ(t,x) вектора скорости

u = ∇ϕ (3)

и проинтегрировав уравнение импульса в системе (1), получим интеграл Коши— Лагран-
жа

ϕt + |∇ϕ|2/2 + i(ρ) = 0, (4)

где i = i(ρ) — удельная энтальпия (i′(ρ) > 0).
С использованием метода A-операторов решается задача классификации уравнений

(1)–(4) по законам сохранения нулевого порядка и установления для этих уравнений до-
полнительных свойств симметрии, обусловленных новыми законами сохранения.

1. Законы сохранения. Законом сохранения нулевого порядка для системы (S) диф-
ференциальных уравнений первого порядка с независимыми переменными t, x и зависи-
мыми переменными u, ρ, ϕ называется соотношение вида [2]

(D · A)(S) = 0,

гдеA = A(t,x, u, ρ, ϕ) = (A0, A1, . . . , An); D = (D0, D1, . . . , Dn); Di = Dxi — оператор пол-

ного дифференцирования по переменной xi (i = 0, 1, 2, . . . , n); x0 = t. В газовой динамике
физический смысл закона сохранения A = (A0, A1, . . . , An) определяется компонентой A0,
представляющей собой плотность в законе сохранения, и вектором потока B = A1 −A0u,
где A1 = (A1, . . . , An).

В качестве порождающего закона сохранения A [3] принимается закон сохранения
импульса

A0 = ρu · a, B = pa,

где a — постоянный фиксированный единичный вектор; p — давление.
Результаты проведенной классификации позволяют сделать следующие выводы.
1. Множество нетривиальных законов сохранения нулевого порядка для системы (1),

описывающей изоэнтропическое движение газа, в случае произвольной функции f(ρ) ис-
черпывается классическими законами сохранения. Расширение этого множества происхо-
дит только для политропного газа с показателем адиабаты, равным (n + 2)/n. В этом

случае выполняются также законы сохранения

A0 = t(ρ|u|2 + np) − ρx · u, B = p(2tu − x),

A0 = t2(ρ|u|2 + np) − ρx · (2tu − x), B = 2tp(tu − x),
(5)

полученные в [2].
2. Множество нетривиальных законов сохранения нулевого порядка для системы (1),

(2), описывающей безвихревое изоэнтропическое движение газа, в случае произвольной
функции f(ρ) исчерпывается классическими законами сохранения и законом сохранения

A0 = u · div Ω(t,x),

B = (|u|2/2 + i(ρ)) div Ω(t,x) + Ωt(t,x)〈u〉 − (u · div Ω(t,x))u
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(Ω(t,x) — произвольный антисимметричный тензор ранга 2 в Rn), являющимся следстви-
ем безвихревого характера движения. Расширение этого множества происходит только для
политропного газа с показателем адиабаты, равным (n+2)/n. В этом случае справедливы
также законы сохранения (5).

3. Множество нетривиальных законов сохранения нулевого порядка для системы
(1)–(4), описывающей потенциальное изоэнтропическое движение газа, в случае произ-
вольной функции f(ρ) исчерпывается классическими законами сохранения. Дополнитель-
ные законы сохранения имеют место только при f(ρ) = αργ−2 (α 6= 0; γ — произвольные

постоянные).
При γ 6= −1, (n + 2)/n выполняется также закон сохранения

A0 = ρ[(γ(n + 2) − n)t|u|2/2 − (γn − (n + 2))(ti(ρ) + ϕ) + (γ + 1)(ntp/ρ − (x · u))],

B = 2(n + 1)tρ2i′(ρ)u − (γ + 1)p(ntu − x),
(6)

эквивалентный закону сохранения, приведенному в [2] для политропного газа с уравнением
состояния p = αργ (α = const 6= 0) при γ 6= ±1.

При γ = (n + 2)/n справедливы также законы сохранения (5).
При γ = −1 (газ Чаплыгина) помимо закона сохранения (6) выполняется закон сохра-

нения

A0 = ρb · [(|u|2/2 − p/ρ − (ρi(ρ))′)x − ϕu], B = p(x · b)u + ϕρ2i′(ρ)b, (7)

где b — произвольный постоянный единичный вектор.
Формулы (7) определяют n независимых законов сохранения для системы (1)–(4). Сле-

довательно, в случае газа Чаплыгина эта система имеет наибольшее число нетривиальных
законов сохранения нулевого порядка.

Закон сохранения (6) при γ 6= (n + 2)/n и закон сохранения (7) при γ = −1 явля-
ются нелокальными законами сохранения для системы (1) с нелокальной переменной ϕ.
Таким образом, система (1) имеет нетривиальные нелокальные законы сохранения нулево-
го порядка, зависящие от нелокальной переменной ϕ = ϕ(t,x), тогда и только тогда, когда
уравнение состояния газа задается соотношением f(ρ) = αργ−2, где α 6= 0, γ 6= (n+2)/n —
произвольные постоянные. Соответствующие нелокальные законы сохранения определя-
ются по формулам (6), (7). При этом наибольшее число таких законов сохранения имеет
место в случае газа Чаплыгина.

2. Групповые свойства. Для получения ответа на вопрос о том, какими свойствами
симметрии уравнений, описывающих потенциальное изоэнтропическое движение газа, обу-
словлено наличие дополнительных законов сохранения, рассматривается задача групповой
классификации системы уравнений (1)–(4) относительно произвольного элемента f(ρ).

Преобразования эквивалентности, сохраняющие дифференциальную структуру систе-
мы (1)–(4), задаются соотношениями

t′ = at, x′ = x, ϕ′ =
ϕ

a
+ abt, ρ′ = kρ, u′ =

u

a
,

где a, b, k (ak 6= 0) — произвольные постоянные. При этом произвольный элемент преоб-
разуется по формуле

f ′(ρ′) =
1

a2k
f
(ρ′

k

)
.

Ядро основных групп Ли преобразований системы (1)–(4) порождается операторами

∂t, ∂x, t ∂t + x · ∂x + ϕ ∂ϕ, t ∂x + ∂u + x ∂ϕ, Q〈x〉 · ∂x + Q〈u〉 · ∂u, ∂ϕ
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(Q — произвольный антисимметричный тензор ранга 2 в Rn) и является (с точностью до
оператора ∂ϕ) представлением группы Галилея в пространстве R2n+2(t,x, u, ϕ).

Расширение основной группы имеет место только при f(ρ) = αργ−2, где α 6= 0; γ —
произвольные постоянные.

При γ 6= ±1, (n + 2)/n система (1)–(4) допускает дополнительный оператор

t ∂t − u · ∂u − ϕ ∂ϕ − 2

γ − 1
ρ ∂ρ. (8)

При γ = 1 система (1)–(4) допускает дополнительный оператор

t ∂ϕ − ρ ∂ρ.

При γ = (n + 2)/n система (1)–(4) допускает два дополнительных оператора: опера-
тор (8) и оператор

t2 ∂t + tx · ∂x + (x − tu) · ∂u + (1/2)|x|2 ∂ϕ − ntρ ∂ρ.

При γ = −1 (газ Чаплыгина) система (1)–(4) допускает следующие дополнительные
операторы: оператор (8) и нелокальный векторный оператор

x∂t + ϕ∂x + (|u|2/2 − 1/ρ2) ∂u − u(u · ∂u − ρ ∂ρ), (9)

где ϕ = ϕ(t,x) — нелокальная переменная. Следовательно, именно в случае газа Чаплы-
гина система (1)–(4) допускает наиболее широкую группу Ли преобразований.

Закон сохранения (5) является (с точностью до тривиального закона сохранения) ре-
зультатом действия на закон сохранения импульса канонического оператора Ли — Бэк-
лунда [2], эквивалентного оператору (9).
Замечание. При групповой классификации системы

ϕt + |∇ϕ|2/2 + i(ρ) = 0, ρt + ∇ϕ · ∇ρ + ρ ∆ϕ = 0,

являющейся подсистемой системы (1)–(4), газ Чаплыгина не имеет особых свойств.
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