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Теоретически исследуется фильтрация флюида в трещине, образовавшейся вследствие
гидроразрыва пласта, и окружающем трещину пласте, а также динамика изменения
давления и дебита при переходных режимах работы скважины. Получены решения,
позволяющие описывать связь между расходом жидкости и изменением давления в тре-
щине. Полученные результаты устанавливают основные зависимости параметров пла-
ста и характеристик трещины гидроразрыва пласта от времени.
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Введение. Гидроразрыв пласта — один из важнейших методов интенсификации до-
бычи нефти из низкопроницаемых пластов. В настоящее время, когда значительная часть
нефти добывается из труднопроницаемых пластов либо обладает большой вязкостью,
определение параметров трещины, полученной путем гидроразрыва пласта (ГРП), яв-
ляется актуальной задачей.

Эффективными способами решения поставленных задач являются гидропрослушива-
ние, акустическое зондирование и гидродинамические испытания скважины. В основной
скважине, в окрестности которой был проведен ГРП, создаются возмущения давления, во
второй скважине (приемнике) регистрируется изменение пластового давления. По характе-
ру этих изменений можно оценить параметры трещины и коллекторские характеристики

пласта.
В работе [1] рассмотрены теория ГРП, технологии создания трещин, результаты мно-

голетнего использования этого метода. В [2] исследовалась стационарная фильтрация флю-
ида к одиночной трещине конечной проводимости от контура, расположенного на большом
расстоянии.

В работе [3] предложена математическая модель, используемая в настоящей работе.
Предполагается, что в низкопроницаемых пластах жидкость в основном растекается по
трещине и из трещины перетекает в пласт. При описании этого процесса получаем систему
двух дифференциальных уравнений.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код проекта 21-11-00207).
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Алгоритм вычисления параметров пласта трещины, образовавшейся вследствие ГРП,
с использованием результатов нестационарных гидродинамических испытаний для верти-
кальных скважин, пересеченных трещиной ГРП, предложен в [4].

В работах [5–7] описана динамика распределения давления в скважине и вертикальной
трещине при постоянных значениях давления в скважине и расходе флюида. Для анали-
тических решений используются преобразования Лапласа.

В работах [7, 8] рассматривались задачи об эволюции давления в окрестности трещи-
ны ГРП при поддержании постоянного дебита (расхода).

В [9] с использованием полуаналитических методов рассмотрен начальный этап рабо-
ты скважины с высоким дебитом при поддержании постоянного высокого давления.

В настоящей работе исследуются переменные режимы работы скважины, получены
формулы для определения изменения давления в трещине ГРП в зависимости от времени

и расстояния до скважины.
1. Основные уравнения. Рассмотрим вертикальную закрепленную пропантом тре-

щину, полученную путем ГРП (рис. 1). Пласт полагается однородным, ширина трещи-
ны df значительно меньше ее высоты hf , жидкость в пласте течет перпендикулярно
направлению трещины и далее по трещине — к скважине. Также предполагается, что
давление жидкости в пласте и трещине незначительно зависит от глубины, поэтому дви-
жение флюида в трещине по оси OX, направленной вдоль этой трещины, будем считать
квазиодномерным. В силу симметрии можно рассматривать одно крыло трещины. Начало
координат (граница пласт— трещина) поместим на стенку забойного участка, ось OY на-
правим перпендикулярно трещине. Скелет пористой среды пласта и трещины полагается
несжимаемым, длина трещины — бесконечной. Уравнение сохранения массы для флюида
в трещине на единицу ее высоты запишем в виде

df

(
mf

∂ρf

∂t
+

∂ (ρfvf )

∂x

)
= −2ρpvp

∣∣
y=0

, 0 < x < +∞. (1.1)

Здесь и далее индексы i = f и i = p соответствуют значениям параметров в трещине и
пласте, окружающем трещину; ρf — плотность жидкости; vi — скорость жидкости; mi —
пористость; df — ширина трещины.

Слагаемое в правой части уравнения (1.1) задает интенсивность притока флюида че-
рез стенки в трещину на единицу площади. Для определения этого слагаемого необходимо
учитывать процесс фильтрации в пористой среде вне трещины. Запишем уравнение со-
хранения массы в пласте в окрестности трещины

mp
∂ρp

∂t
+

∂ (ρpvp)

∂y
= 0, 0 < y < ∞. (1.2)

Для определения скорости фильтрации жидкости в трещине и окружающем трещину

пористом пространстве используем закон Дарси

vf = −
kf

µ

∂Pf

∂x
, 0 < x < ∞, vp = −

kp

µ

∂Pp

∂x
, 0 < y < +∞ (1.3)

X

Y

Рис. 1. Схема течения жидкости в трещине и из трещины в пласт
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(Pi — давление жидкости; µ — динамическая вязкость; ki — коэффициент проницаемости).
Сжимаемость флюида учитывается в акустическом приближении

Pi − P0 = C2(ρi − ρ0),

где C — скорость звука для флюида; индекс “0” соответствует начальному, невозмущен-
ному состоянию, жидкость полагается слабосжимаемой (|ρi− ρ0| � ρi ≈ ρ0). Тогда урав-
нения (1.1)–(1.3) образуют систему, описывающую распределение давления в трещине и
пласте:

∂Pf

∂t
= κf

∂2Pf

∂x2
+ 2

mp

mf

κp

df

(∂Pp

∂y

)∣∣∣
y=0

, 0 < x < ∞; (1.4)

∂Pp

∂t
= κp

∂2Pp

∂y2
, 0 < x < ∞, 0 < y < ∞. (1.5)

Здесь κi = ρ0C
2ki/(µmi) — коэффициенты пьезопроводности; Pf = Pf (t, x); Pp =

Pp(t, x, y). Система (1.4), (1.5) рассматривалась в работах [3, 5, 8] при различных краевых
условиях.

Давление в трещине и давление на поверхности ее стенки совпадают:

Pf = Pp

∣∣
y=0

, (1.6)

вдали от трещины давление полагается постоянным и равным начальному значению P0:

Pp

∣∣
y=∞ = P0. (1.7)

В работе [7] система уравнений (1.4)–(1.7) сводится к одному интегро-
дифференциальному уравнению

∆Pf

∂t
= κf

∂2∆Pf

∂x2
−

2mpκp

mfdf

t∫
−∞

∂ ∆Pf (τ, x)

∂τ

dτ√
πκp(t− τ)

; (1.8)

∆Pf = Pf − P0.

Заметим, что при t → −∞ Pf |t=−∞ = Pp|t=−∞ = P0.
Согласно принципу Дюамеля (см., например, [10]) решение уравнения (1.5) можно

записать в виде

∆Pp =

t∫
−∞

∂U(y, t− τ)

∂t
∆Pf (τ, x) dτ,

где

U(y, t− τ) = erfc
( y

2
√

κp(t− τ)

)
,

erfc (z) = 1− 2√
π

z∫
0

e−s2
ds — дополнительная функция ошибок.

Путем сравнения слагаемых в уравнении (1.8) можно получить критические условия
для характерного времени t̃, когда левой частью этого уравнения, определяющей упруго-
емкость флюида в трещине, можно пренебречь (см. [8]).

Для рассматриваемых задач справедлива оценка

t̃ � t∗, t∗ =
π

4

(mf

mp

)2 d2
f

κp
. (1.9)



120 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2022. Т. 63, N-◦ 3

Для нефтепромысловых задач обычно рассматриваются значения времени (минуты,
часы, сутки), при которых всегда удовлетворяется условие (1.9). Поэтому вместо (1.8)
используем упрощенное уравнение

∂2 ∆Pf

∂x2
= 2

mp

mf

κp

κf

1

df

t∫
−∞

∂ ∆Pf (τ, x)

∂τ

dτ√
πκp(t− τ)

. (1.10)

2. Решения, соответствующие кусочно-постоянным законам изменения дав-
ления в скважине. Пусть при t < τ0 флюид в пласте и трещине находится в состоянии

покоя (vp = vf = 0), давление является однородным: Pp = Pf = P0 = const, в момент t = τ0

давление на забое скважины мгновенно изменяется на величину ∆P(w) = P(w)−P0 и далее

поддерживается постоянным (∆P(w) = const, t > t0). В случае если нагнетание флюида
в пласт происходит через трещину, ∆P(w) > 0, в случае если происходит отбор флюи-
да, ∆P(w) < 0. Для определенности далее будем полагать, что ∆P(w) > 0. Эти условия
представим в виде

∆Pf =

{
0, t < τ0, x > 0,

∆P(w), t > τ0, x = 0.

В работе [8] рассматриваемая задача решена с помощью специальной функции

Gil (z) = 1− 1

π

∞∫
0

sin (zη1/4)

η
e−η−zη1/4

dη.

Распределение давления в трещине находится следующим образом:

∆Pf = ∆P(w) Gil
(√

A

2

x

(t− τ0)1/4

)
, t > τ0, A =

2

df

mp

mf

√κp

κf
. (2.1)

На основе этого решения можно записать формулу для объемного расхода флюида в одном

крыле трещины на единицу ее высоты:

q =
dfkf

µ

(∂Pf

∂x

)∣∣∣
x=0

= − 4

π

√
A

2

dfkf

µ
∆Pf(w)

∞∫
0

e−(t−τ0)ξ4
dξ.

Отсюда находим

q ≈ −3,6

π

√
A

2

dfkf

µ

∆Pf(w)

(t− τ0)1/4
, t > τ0, (2.2)

при этом

∞∫
0

e−(t−t0)ξ4
dξ = Γ

(5

4

)
(t− t0)

−1/4.

Для объема флюида, закачанного в пласт (∆P(w) > 0) или извлеченного из пласта
(∆P(w) < 0) через два крыла трещины при высоте трещины hf , имеем

V = 2hf

t∫
t0

q dt = −4,8 · 2
π

√
A

2

dfkfhf ∆P(w)

µ
(t− τ0)

3/4, t > τ0.
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Уравнение (1.10) является линейным и однородным для ∆Pf , поэтому формулу (2.2)
для определения расхода можно обобщить на случай, когда давление меняется скачкооб-
разно в моменты времени τ0, τ1, τ2, . . . , τn и на участках [τj−1, τj) (j = 1, 2, . . . , n) принимает
постоянные значения.

Пусть в исходном состоянии жидкость в скважине и трещине является неподвижной:

vp = vf = 0, Pp = Pf = P0, t < τ0.

Отсчет времени начинается с момента τ0 = 0. В момент времени t = τ0 скважина начинает

функционировать при постоянном перепаде давления ∆P(w)0 до момента времени τ1, с
момента времени τ1 скважина функционирует при перепаде давления ∆P(w)1 до момента

времени τ2 и т. д. Тогда решение, описывающее изменение давления в трещине, можно
представить в виде

∆Pf (t, x) = H(t) ∆P(w)0 Gil (z0) +
n∑

i=1

H(t− τi)(∆P(w)i −∆P(w)i−1) Gil (zi),

где H(t) — функция Хевисайда: H(t) =

{
1, t > 0,

0, t < 0,

zi =
√

A/2x(t− τi)
1/4, i = 1, 2, . . . , n.

По аналогии с (2.2) получаем

q = −3,6

π

√
A

2

dfkf

µ

(
H(t)

∆P(w)0

τ1/4
+

n∑
i=1

H(t− τi)
∆P(w)i −∆P(w)i−1

(t− τi)1/4

)
. (2.3)

Объем флюида, поступающего (расходуемого) через два крыла трещины, определяет-
ся по формуле

V = 2hf

t∫
t0

q(τ) dτ = −9,6

π

√
A

2

dfkfhf

µ

(
∆P(w)0t

3/4 +
n∑

i=1

H(t− ti) ∆P(w)i(t− τi)
3/4

)
,

t > 0.

3. П-образное и двухступенчатое изменение давления в скважине. Пусть на
забое скважины давление мгновенно изменяется на величину ∆P(w)0 от начального значе-
ния и в течение 24 ч (до момента времени t = τ1) поддерживается постоянным. В момент
времени t = τ1 давление мгновенно уменьшается до нуля и сохраняет это значение при

t > τ1. Тогда решение, описывающее эволюцию давления согласно (2.3), имеет вид

∆Pf (t, x) =

{
∆P(w)0 Gil (z0), 0 6 t < τ1,

∆P(w)0(Gil (z0)−Gil (z1)), t > τ1,
(3.1)

где

z0 =
√

A/2 xt−1/4, z1 =
√

A/2 x(t− τ1)
−1/4 .

Из (3.1) получаем формулы для определения расхода жидкости на единицу высоты тре-
щины:

q =


−∆P(w)0

3,6

π

√
A

2

dfkf

µ
t−1/4, 0 6 t < τ1,

−∆P(w)0
3,6

π

√
A

2

dfkf

µ
(t−1/4 − (t− τ1)

−1/4), t > τ1.

(3.2)
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Количество жидкости, поступающей в трещину из скважины, равно

V =


∆P(w)0

9,6

π

√
A

2

dfkfhf

µ
t3/4, 0 6 t < τ1,

∆P(w)0
9,6

π

√
A

2

dfkfhf

µ
(t3/4 − (t− τ1)

3/4), t > τ1.

Для двухступенчатого изменения давления в скважине на величину ∆P(w)0 в момент

времени τ0 и при резком его увеличении до ∆P(w)1 в момент времени τ1 находим

∆Pf (x, t) =


0, t < 0,

∆P(w)0 Gil (z0), 0 6 t < τ1,

∆P(w)0 Gil (z0) + (∆P(w)1 −∆P(w)0) Gil (z1), t > τ1.

Отсюда получаем формулу для расхода

q =


−∆P(w)0

3,6

π

√
A

2

dfkf

µ
t−1/4, 0 6 t < τ1,

−3,6

π

√
A

2

dfkf

µ
(∆P(w)0t

−1/4 − (∆P(w)1 −∆P(w)0)(t− τ1)
−1/4), t > τ1.

(3.3)

Для параметров, определяющих фильтрационные характеристики пласта трещины,
а также физические свойства флюида, здесь и далее приняты значения mp = mf =

10−1, kp = 10−15, kf = 10−10, df = 0,3 · 10−2 м, ρ0 = 860 кг/м3, C = 103 м/c, µ =

10−2 Па · с.
На рис. 2 показана эволюция поля давления в трещине при П-образном изменении

давления в призабойной зоне: в момент времени τ0 = 0 давление в скважине изменяется
на величину ∆P(w) = 10 МПа и сохраняется постоянным до момента времени τ1 = 1 сут.
В момент времени t = τ1 давление в скважине резко возвращается к начальному значению.

На рис. 3 для П-образного изменения давления в скважине представлен закон измене-
ния расхода закачиваемой в трещину жидкости, приходящегося на единицу ее высоты и
рассчитываемого по формуле (3.2).

На рис. 4 для рассмотренного выше случая двухступенчатого изменения давления
в скважине на величину ∆P(w)0 = 10 МПа в момент времени τ0 = 0 и резкого увеличения
до значения ∆P(w)1 = 20 МПа в момент времени τ1 = 1 сут представлен закон измене-
ния расхода закачиваемой в трещину жидкости, приходящегося на единицу ее высоты и
рассчитываемого по формуле (3.3).

На рис. 5 приведен закон изменения общего объема жидкости, закачиваемой в пласт
через два крыла трещины высотой hf = 20 м при П-образном (пунктирная линия) и
двухступенчатом (штриховая линия) изменении давления.

4. Эволюция давления в призабойной зоне и в трещине при постоянном

дебите. Пусть до момента времени τ0 флюид в пласте и трещине находится в состоянии

покоя (vp = vf = 0). Поддерживая с момента времени t = τ0 постоянный расход q0,
получаем закон изменения давления

q0 =
dfkf

µ

(∂ ∆Pf

∂x

)∣∣∣
x=0

. (4.1)

Заметим, что, в случае если ∆Pf является решением (1.10), в силу линейности этого
уравнения функция

Q =
dfkf

µ

∂∆Pf

∂x
(4.2)
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Рис. 2. Распределение давления в трещине при П-образном изменении давления
в скважине в различные моменты времени:
1 — t = 24 ч, 2 — t = 24 ч 10 мин, 3 — t = 24 ч 30 мин, 4 — t = 36 ч

Рис. 3. Зависимости давления в скважине (штриховая линия) и расхода жид-
кости на единицу высоты трещины (сплошная линия) от времени
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Рис. 4. Зависимости величины двухступенчатого изменения давления (штрихо-
вая линия) и расхода жидкости на единицу высоты трещины (сплошная линия)
от времени

Рис. 5. Зависимость от времени объема жидкости, закачанной в пласт через
два крыла трещины высотой hf = 20 м при П-образном (пунктирная линия) и
двухступенчатом (штриховая линия) изменении давления
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также является решением (1.10), т. е. справедливо выражение

∂2Q

∂x2
=

2

df

mp

mf

κp

κf

t∫
t0

∂Q

∂τ

dτ√
πκp(t− τ)

.

Тогда согласно п. 2 решение (2.1) для этого случая при выполнении граничного усло-
вия (4.1) принимает вид

Q = q Gil
(√

A

2

x

(t− τ0)1/4

)
.

Интегрируя (4.2), с учетом условия ∆Pf |x=∞ = 0 получаем

∆Pf = −(t− τ0)
1/4qµ√

A/2 dfkf

Zil (z0), z0 =

√
A

2

x

(t− τ0)1/4
, τ0 6 t, (4.3)

где (см. [8])

Zil (z) =

z∫
0

Gil (ξ) dξ.

Поскольку ∆P(w) = ∆Pf |x=0, из (4.3) получаем закон изменения давления в скважине

∆P(w) =
Zil (0)(t− τ0)

1/4qµ√
A/2 dfkf

, (4.4)

где Zil (0) ≈ 0,78. Графики функций Gil (z) и Zil (z) приведены в работе [8].
На рис. 6 показано распределение давления в трещине при скачкообразном изменении

расхода на некоторую постоянную величину: через 6 ч и приблизительно через 24 ч.
5. Решения, соответствующие кусочно-постоянным законам изменения рас-

хода скважины. В силу линейности и однородности уравнения (1.10) решение (4.4) мож-
но обобщить для случаев, когда расход представляет собой кусочно-постоянную функцию.

Пусть до момента τ0 флюид в пласте находится в состоянии покоя, а в момент вре-
мени τ0 расход резко выходит на значение q0 и поддерживается постоянным до момента

времени τ1, когда он скачкообразно изменяется до значения q1 и поддерживается постоян-
ным до момента τ2, и так далее.

Решение, описывающее эволюцию давления в трещине, принимает вид

∆Pf = − µ√
A/2 dfkf

[
H(t)q0t

1/4 Zil (z0) +
n∑

i=1

H(t− τi) (qi − qi−1) Zil (zi) (t− τi)
1/4

]
,

Zil (zi) =

+∞∫
zi

Gil (ξ) dξ, zi =

√
A

2
x(t− τi)

−1/4, i = 0, 1, 2, . . . , n.

(5.1)

Для перепада давления ∆P(w) между значениями на забое скважины и в пласте (∆P(w) =
∆Pf (t, 0)) получаем

∆P(w) =
−0,78µ√
Af/2 dfkf

(
H(t− τ0)q0(t− τ0)

1/4 +

+
n∑

i=1

H(t− τi) (qi − qi−1) (t− τi)
1/4

)
. (5.2)
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Рис. 6. Распределение давления в трещине при скачкообразном изменении рас-
хода и дальнейшем поддержании постоянного значения:
1 — через 6 ч, 2 — приблизительно через 24 ч

Рис. 7. Зависимость изменения давления в скважине от времени (сплошная ли-
ния) при П-образном изменении расхода жидкости на единицу высоты трещины
(штриховая линия)

6. П-образное и двухступенчатое изменение расхода скважины. Определим
режим работы скважины в случае П-образного изменения расхода. Пусть для скважины,
находившейся в состоянии покоя, в момент времени τ0 = 0 расход скачкообразно меняется
до значения q0, до момента времени τ1 является постоянным и при t = τ1 вновь становится

нулевым (рис. 7). Тогда

∆Pf =


− q0µ√

A/2 dfkf

t1/4 Zil (z0), 0 6 t < τ1,

− q0µ√
A/2 dfkf

(t1/4 Zil (z0)− (t− τ0)
1/4 Zil (z1)), t > τ1.

При этом на забое имеем

∆P(w) =


− Zil (0)µ√

A/2 dfkf

q0t
1/4, 0 6 t < τ1,

− Zil (0)µ√
A/2 dfkf

q0(t
1/4 − (t− τ1)

1/4), t > τ1.

На рис. 8 приведены зависимости изменения давления от времени при двухступен-
чатом изменении расхода жидкости, полученные по формулам (5.1), (5.2). На рис. 9 для
этого случая приведены соответственно распределения давления в трещине при различных

значениях времени.
7. Эволюция давления при непрерывном изменении расхода. Формула (5.1)

может быть обобщена на случай непрерывного постепенного изменения расхода скважины.
Пусть до момента времени τ0 = 0 скважина находится в состоянии покоя, а в момент

времени τ0 = 0 расход скважины скачкообразно становится равным q(0), затем плавно,
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Рис. 8. Зависимость изменения давления в скважине от времени (сплошная
линия) при двухступенчатом увеличении расхода (штриховая линия)

Рис. 9. Распределение давления в трещине, полученное по точным формулам
при П-образном изменении давления в скважине при различных значениях вре-
мени:
1 — t = 24 ч, 2 — t = 24 ч 10 мин, 3 — t = 24 ч 30 мин, 4 — t = 36 ч

без резких скачков изменяется, и в момент времени t его значение равно q(t). Тогда из
формулы (5.1) находим

∆Pf = − µ√
A/2 dfkf

[
q(0)t1/4 Zil (z0) +

t∫
0

Zil
(√

A

2

x

(t− τ)1/4

)
(t− τ)1/4 dq(τ)

]
.

Отсюда, подставляя x = 0, получаем выражение для перепада давления в скважине

∆P(w) = − µ√
A/2 dfkf

Zil(0)
[
q(0)t1/4 +

t∫
0

(t− τ)1/4 dq(τ)
]
, Zil (0) ≈ 0,78.

При линейном изменении расхода скважины q(t) = t (t > 0) имеем

∆P(w) =
µ√

A/2 dfkf

· 0,78 · 4

5
t5/4.

Заключение. В работе получены формулы, позволяющие описывать связь между
расходом жидкости в скважине и эволюцией давления в трещине и скважине. Используя
эти формулы и известный закон изменения дебита и давления в скважине, можно опре-
делить параметры трещины, образовавшейся вследствие гидроразрыва пласта, и пласта.
Полученные результаты можно также использовать для интерпретации результатов гид-
родинамических исследований скважин. В настоящее время проводится сравнение резуль-
татов, полученных в данной работе, с результатами полевых испытаний. Заметим также,
что результаты, аналогичные приведенным, могут быть получены на основе результатов
работ [5, 6].
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