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Введение. Течения запыленных жидкостей по круглым трубам имеют место в насо-
сах, ускорителях и измерителях расхода. На эффективность работы таких устройств ока-
зывают влияние взвешенные твердые частицы (шлак, копоть), образующиеся вследствие
коррозии и износа. При большой концентрации частиц их взаимодействие, приводящее к
увеличению вязких напряжений фазы частиц, может быть учтено путем введения в модель
так называемой вязкости фазы частиц [1].

Течение электропроводящей жидкости в круглой трубе исследовалось во многих рабо-
тах. В [2] изучено нестационарное течение несжимаемой электропроводящей микрополяр-
ной жидкости через круглую пористую трубу при наличии периодических вдува и отсоса

на стенках и поперечного магнитного поля. В [3] в предположении, что жидкость-носитель
является вязкой несжимаемой и электропроводящей, исследовано нестационарное течение
запыленной жидкости через круглую трубу с учетом эффекта Холла. Решения задачи
о нестационарном течении запыленного газа через круглую трубу в случае отсутствия

магнитного поля без учета вязких напряжений фазы частиц описаны в работе [4]. В [5]
получено аналитическое решение уравнений движения жидкости при наличии внешнего
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однородного магнитного поля с учетом вязкости фазы частиц. В [6] исследована задача
о течении запыленной электропроводящей жидкости в круглой трубе с учетом эффекта

Холла и ионного проскальзывания. Движение запыленной жидкости через пористую среду
в однородной трубе с сечением в форме кругового сектора рассмотрено в работе [7]. В [8]
получено аналитическое решение задачи о несжимаемом магнитогидродинамическом тече-
нии через круглую трубу жидкостей, описываемых степенным законом четвертого поряд-
ка. В [9] исследовано влияние магнитного поля и скорости проскальзывания на стенке на
нестационарное течение вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости в круглой тру-
бе постоянного сечения, заполненной пористым материалом, под действием периодически
изменяющегося градиента давления. Исследования запыленной жидкости при различных
условиях проводились также в работах [10, 11].

Поскольку неньютоновские материалы, такие как пластмассы, полимеры и т. п., ши-
роко используются в промышленности, представляет интерес исследование их свойств [12].
Многие неупругие неньютоновские жидкости, применяемые в химической промышленно-
сти, являются жидкостями, имеющими предел текучести. Такие жидкости начинают дви-
гаться, только если касательное напряжение превышает предел текучести [13]. В рабо-
те [14] получены точные решения уравнений течения вязкопластических жидкостей Бин-
гама через трубу с эксцентрическим кольцевым поперечным сечением. В [15, 16] изучены
течения запыленных проводящих неньютоновских жидкостей в круглой трубе при различ-
ных условиях.

В данной работе рассматривается нестационарное течение запыленной вязкой несжи-
маемой жидкости Бингама через пористую среду в круглой трубе под действием постоян-
ного градиента давления, приложенного в направлении оси трубы. Жидкость предпола-
гается вязкой и несжимаемой, в то время как фаза частиц считается несжимаемой. Нели-
нейные уравнения сохранения количества движения для жидкости и фазы частиц решены

численно методом конечных разностей. Исследовано влияние пористости среды, свойств
неньютоновской жидкости, вязкости фазы частиц на скорости жидкости и фазы частиц.

Основные уравнения. Рассматривается нестационарное осесимметричное горизон-
тальное течение запыленной неньютоновской жидкости в бесконечно длинной трубе ра-
диусом d под действием постоянного градиента давления. Предполагается, что обе фазы
являются вязкими жидкостями [5], при этом объемная доля взвешенных частиц конеч-
на и постоянна. Для анализа течения через пористую среду используются описывающие
движение жидкости дифференциальные уравнения, основанные на законе Дарси, который
учитывает сопротивление, оказываемое пористой средой [17–19]. Схема течения показана
на рис. 1.

С учетом принятых выше предположений уравнения сохранения количества движения

для жидкости и фазы частиц соответственно имеют вид
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Рис. 1. Геометрия задачи:
1 — основной поток, 2 — запыленная жидкость Бингама
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где t — время; r — радиальная координата; u — скорость жидкой фазы; up — скорость

фазы частиц; ρ — плотность жидкой фазы; ρp — плотность фазы частиц; K — прони-
цаемость Дарси; ∂P/∂z — градиент гидродинамического давления; ϕ — объемная доля

фазы частиц; N — коэффициент переноса импульса (величина, обратная времени релак-
сации, или время, необходимое для того, чтобы относительная скорость фаз уменьшилась
в e−1 раз относительно начального значения [5]); µp — вязкость фазы частиц, которая
предполагается постоянной; µ — кажущаяся вязкость жидкости.

В жидкости Бингама напряжение сдвига задается соотношениями [15]

τ = τ0 + µ0γ̇ при |τ | > τ0, γ̇ = 0 при |τ | 6 τ0, (2)

где τ — напряжение сдвига; γ̇ = ∂u/∂r — скорость сдвига; τ0 — предел текучести; µ0 —
пластическая вязкость жидкости Бингама. Заметим, что если напряжение сдвига τ мень-
ше τ0, возникает жесткая зона. Сложность решения уравнений сформулированной задачи
обусловлена тем, что условия (2) имеют разрывный характер [20]. В работе [21] пред-
ложена модифицированная модель, содержащая следующую зависимость напряжения от

скорости сдвига:

τ = τ0(1− e−mγ̇) + µ0γ̇ ∀γ̇.

При достаточно большом значении параметра m (m > 100) эта модель переходит в модель
жидкости Бингама [22, 23]. Таким образом, кажущаяся вязкость определяется соотноше-
нием

µ = µ0 +
τ0(1− e−m|∂u/∂r|)

|∂u/∂r|
. (3)

Начальные данные и краевые условия формулируются следующим образом:

u(r, 0) = 0, up(r, 0) = 0,

∂u(0, t)

∂r
= 0,

∂up(0, t)

∂r
= 0,

u(d, t) = 0, up(d, t) = 0

(d — радиус трубы).
Вводя безразмерные переменные и параметры
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уравнения (1), (3) можно записать в виде
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где α = Nd2ρ/µ0 — число, обратное числу Стокса; β = µp/µ0 — отношение вязкостей;
M = d2/K — параметр пористости; τD = τ0/(G0d) — число Бингама (безразмерный
предел текучести); λ = mdG0/µ0.

Безразмерные начальные и краевые условия формулируются следующим образом:

u(r, 0) = 0, up(r, 0) = 0,

∂u(0, t)

∂r
= 0,

∂up(0, t)

∂r
= 0, u(1, t) = 0, up(1, t) = 0.

(5)

Выражения для расхода жидкости и коэффициентов поверхностного трения для жид-
кости и фазы частиц записываются в виде [5]

Q = 2π

1∫
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Результаты исследования и их обсуждение. Уравнения (4) представляют собой
систему связанных нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных,
которые решены численно с начально-краевыми условиями (5) с использованием аппрок-
симаций конечными разностями. Сначала применяется линеаризация нелинейных членов
с поправками на последующих итерациях, до тех пор пока не будет достигнута сходи-
мость. На двух последовательных временных шагах используется неявный метод Кран-
ка — Николсона [24–26]. Для решения линеаризованной системы разностных уравнений
используется итерационная схема. На каждом временном шаге в качестве начальных усло-
вий используется решение, полученное на предыдущем шаге. Итерации продолжаются до
достижения сходимости с заданной степенью точности. Полученная блочная трехдиаго-
нальная система решается с помощью обобщенного алгоритма Томаса. В данной работе
проведены вычисления при α = 1, λ = 200, k = 10. На основе тестовых расчетов показано,
что расчетная область 0 < t < ∞, 0 < r < 1 может быть разбита на интервалы с шагами
по времени и пространству соответственно ∆t = 0,0001, ∆r = 0,005. Следует отметить,
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Рис. 2. Распределения скоростей жидкости (а) и частиц пыли (б) при β = 0,5,
M = 1 и различных значениях τD:
1 — τD = 0, 2 — τD = 0,025, 3 — τD = 0,05, 4 — τD = 0,075
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Рис. 3. Распределения скорости жидкости при β = 0,5 и различных значени-
ях M , t, τD:
а — τD = 0,025, б — τD = 0,05; штриховые линии — t = 1, сплошные — t = 2; 1, 4 —
M = 0, 2, 5 — M = 1, 3, 6 — M = 2
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Рис. 4. Распределения скорости частиц пыли при β = 0,5 и различных значе-
ниях M , t, τD (обозначения те же, что на рис. 3)

что в случае непористой невязкой фазы частиц и ньютоновской жидкости результаты,
полученные в данной работе, согласуются с результатами работ [4, 5].

На рис. 2 представлены профили скоростей жидкости u и частиц пыли up при M = 1,
β = 0,5 и различных значениях параметра τD. Видно, что при увеличении числа Бинга-
ма τD значения u, up уменьшаются. Это обусловлено наличием вязких сил. На рис. 3, 4
представлены распределения скоростей жидкости u и частиц пыли up при β = 0,5, t = 1, 2
и различных значениях параметра τD и параметра пористостиM . На рис. 3 видно, что при
увеличении параметраM вследствие наличия вязких сил скорость жидкости u уменьшает-
ся при всех рассмотренных значениях τD. Кроме того, с увеличением параметра пористо-
сти M длительность неустановившегося режима течения жидкости значительно умень-
шается. Из рис. 4 следует, что скорость частиц пыли up уменьшается при увеличении

параметра пористости M . Результаты сравнения рис. 3, 4 показывают, что при всех рас-
смотренных значениях M и τD длительность неустановившегося режима течения частиц

пыли больше длительности неустановившегося режима течения жидкости.
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Рис. 6. Зависимости расходов жидкости (а) и фазы частиц (б) от времени при
различных значениях M и β (обозначения те же, что на рис. 5)

На рис. 5, 6 показано влияние параметра пористости M и параметра вязкости фазы

частиц на коэффициенты поверхностного трения жидкости C и фазы частиц Cp, а также
на расходы жидкости Q и фазы частиц Qp при τD = 0,05. Видно, что при учете вязких
напряжений фазы частиц значения Q, Qp, C уменьшаются. На рис. 5,б видно, что и при
M = 1, и при M = 2 кривые, соответствующие различным значениям β, пересекаются в
некоторой точке. Перед точкой пересечения бо́льшим значениям β соответствуют бо́льшие
значения Cp, за точкой пересечения бо́льшим значениям β соответствуют меньшие зна-
чения Cp. Для невязкой фазы частиц (β = 0) стационарный режим течения наступает
быстрее (см. рис. 5, 6). Также на рис. 5, 6 видно, что с увеличением параметра M значе-
ния C, Cp, Q, Qp уменьшаются при всех рассмотренных значениях t и β.

Заключение. Исследовано нестационарное течение запыленной неньютоновской жид-
кости Бингама через пористую среду в круглой трубе. Методом конечных разностей чис-
ленно решены определяющие нелинейные уравнения в частных производных. Исследовано
влияние параметра пористости, числа Бингама и вязкости фазы частиц на скорость те-
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чения, расходы жидкости и частиц пыли и коэффициенты поверхностного трения для

фазы частиц и жидкости. Установлено, что при увеличении пористости и предела теку-
чести значения этих величин уменьшаются. Следует отметить, что влияние вязкости и
поверхностного трения фазы частиц зависит от времени. Стационарный режим течения
наступает быстрее при увеличении вязкости фазы частиц или параметра пористости.
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