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Представлены результаты моделирования эффективной вязкости смеси проппант – жидкость, 
используемой при гидроразрыве пласта. Результаты, полученные двумя численными мето-
дами (динамики частиц и гидродинамики сглаженных частиц), совпадают в пределах стан-
дартного отклонения. Дана аналитическая зависимость эффективной вязкости от концентра-
ции проппанта, которая может служить для численного моделирования гидроразрыва. 

Проппант, гидроразрыв, эффективные свойства, вязкость, суспензия, метод динамики частиц, 
метод гидродинамики сглаженных частиц 

 

Гидравлический разрыв часто используют для повышения эффективности добычи нефти и газа 
[1]. Первая математическая модель гидроразрыва предложена С. А. Христиановичем и Ю. П. Жел-
товым [2, 3]. Обзор дальнейшего развития аналитических и численных методов моделирования 
гидроразрыва приведен в работах [4 – 11]. Во всех исследованиях и известных программах, ис-
пользуемых для моделирования конечной стадии гидроразрыва, смесь проппант – жидкость за-
меняется однофазной жидкостью. Наличие проппанта учитывается путем введения зависимо-
сти эффективной плотности и эффективной вязкости однофазной жидкости от концентрации 
проппанта (см., например, [6]). Определение эффективной плотности не вызывает трудностей. 
Что же касается эффективной вязкости, ее задание представляет непростую задачу. Как отме-
чено в [6], нахождение “вязкости суспензии — это один из наиболее сложных и важных аспек-
тов моделирования. При корректном описании системы частиц в жидкости в уравнении балан-
са импульса появляются члены, отвечающие за взаимодействие между частицами и между час-
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тицами и жидкостью. Детальное описание этих эффектов представляет сложную задачу, и 
большинство моделей, используемых для ее решения, нуждаются в экспериментальном под-
тверждении.” [Пер. с англ.]  

Имеется множество моделей, описывающих зависимость эффективной вязкости sμ  от кон-
центрации частиц c. Асимптотическое поведение вязкости при малых концентрациях описано 
Эйнштейном [12]: 

 )1)(0( Acss += μμ , (1) 

где 2/5=A  в трехмерном случае и 2=A  — в двумерном [13]. Формула (1) неприменима при 
больших концентрациях проппанта, так как при ее выводе не учитывались гидродинамические 
взаимодействия между частицами. Более сложные модели предложены в работах Муни [14], 
Марона – Пирса [15] и Кригера – Доугерти [16]: 
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где ∗c  — параметр модели, имеющий смысл критической концентрации; A — коэффициент в 
формуле Эйнштейна (1). Формула (4) используется, например, в [6] для моделирования течения 
смеси проппант – жидкость в трещинах гидроразрыва. Отметим, что зависимости (2) – (4) вязко-
сти от концентрации проппанта существенно различаются. Возникает проблема выбора опти-
мальной модели. Согласно обзору, проведенному в работе [17], существующие модели основы-
ваются либо на аналитических выкладках, либо на аппроксимации экспериментальных данных. 
Очевидно, оба подхода имеют свои ограничения. При построении аналитических моделей, как 
правило, используются предположения, имеющие ограниченную область применимости. Про-
блемы, возникающие при проведении физических экспериментов, обсуждаются в работе [18].  

В такой ситуации важным методом исследования становится компьютерное моделирова-
ние. Решение уравнений Навье – Стокса для суспензии классическими методами вычислитель-
ной гидродинамики требует огромных вычислительных ресурсов. Поэтому применяют альтер-
нативные методы, такие как стоксовская динамика [19], динамика диссипативных частиц [20], 
гидродинамика сглаженных частиц [21], молекулярная динамика [22], метод решеточных урав-
нений Больцмана [23] и др. 

В данной работе используются метод динамики частиц (МДЧ) [24, 25] и метод гидродинами-
ки сглаженных частиц (МГСЧ, от англ. Smoothed Particle Hydrodynamics) [26 – 28]. Основным 
преимуществом МДЧ является простота и малое число параметров. Однако при этом в МДЧ вяз-
кость жидкости не может быть задана явно. В МГСЧ вязкость несущей жидкости задается как 
параметр модели. Однако особенности уравнений МГСЧ нередко приводят к появлению числен-
ных артефактов [28]. Совместное применение данных методов повышает надежность получае-
мых результатов и позволяет лучше понять процессы, происходящие при течении суспензии. 

Моделирование течения суспензии в тонком канале двумя взаимодополняющими методами 
начато в статье [29], где получены значения эффективной вязкости суспензии для концентра-
ций проппанта менее 0.3. Показано, что для моделирования больших концентраций требуется 
существенное увеличение степеней свободы модели. В данной работе путем увеличения числа 
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степеней свободы удается достичь концентрации 0.6, близкой к критической. Результаты моде-
лирования используются для сравнения аналитических моделей (2) – (4). Делается заключение, 
что модель Марона – Пирса (3) при 77.0=∗

MPc  наилучшим образом описывает полученные ре-
зультаты. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Рассматривается течение ньютоновской жидкости в канале постоянного сечения. В качест-
ве модели канала используется квадратная расчетная область с периодическими граничными 
условиями [25] по направлению течения и жесткими стенками в ортогональном направлении. 
Жесткие стенки моделируются двумя фиксированными слоями частиц. Течение происходит 
под действием постоянной массовой силы, направленной вдоль потока. В работе [29] показано, 
что такая постановка эквивалентна заданию постоянного градиента давления. При этом зада-
ние массовой силы существенно проще с точки зрения программной реализации.  

В начальный момент времени частицы жидкости образуют правильную квадратную решет-
ку. Расстояние между ближайшими частицами равно 0a . Частицы проппанта либо располага-
ются случайно (для концентраций 4.0≤c ), либо формируют квадратную решетку (для 4.0>c ). 
Объемная концентрация проппанта c  определяется формулой 

 ,2

2

L
NR

c pπ
=  

где L — размер расчетной области; pN  — число частиц проппанта; R — радиус частицы проп-
панта. 

Начальное распределение скоростей частиц соответствует течению Пуазейля ньютонов-
ской жидкости. В случае МДЧ частицам дополнительно сообщаются случайные скорости. На-
личие проппанта увеличивает эффективную вязкость суспензии. В результате начальный пара-
болический профиль скорости меняется вплоть до достижения стационарного режима. В ходе 
моделирования методами динамики частиц и гидродинамики сглаженных частиц вычисляется 
скорость центра масс avv  всех частиц в расчетной области. В стационарном режиме скорость 

avv  равна среднему значению на профиле скорости. Эффективная вязкость и эффективная 
плотность суспензии определяются по формулам [26]: 

 
av

s
s v

gL
12

2ρμ = ,   2L
NmmN ppf

s
+

=ρ , (5) 

где g — модуль массовой силы; m — масса частицы жидкости; fN  — число частиц жидкости; 
mp — масса частицы проппанта. Уравнение (5) соответствует течению Пуазейля под действием 
массовой силы g. Массовая сила рассчитывается таким образом, чтобы величина gsρ  не зависе-
ла от концентрации проппанта. В таком случае единственный параметр в первой из формул (5), 
зависящий от концентрации, — средняя скорость avv . Эта величина вычисляется в ходе моде-
лирования и согласно (5) определяет эффективную вязкость.  

Метод динамики частиц. В рамках метода динамики частиц жидкость и проппант пред-
ставляются совокупностью взаимодействующих частиц [24, 25], для которых численно реша-
ется система уравнений движения. В данной работе для численного интегрирования использу-
ется симплектический метод “leap-frog” [30]. Взаимодействия между частицами описываются 
посредством сплайнового потенциала [25]. Сила взаимодействия частиц i и j вычисляется по 
формулам 
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где cuta  — радиус обрезания; a — равновесное расстояние; f — параметр взаимодействия; 
ab 6/1)7/13(= . Каждая частица проппанта моделируется совокупностью частиц, жестко соеди-

ненных друг с другом [29] (рис. 1). Таким образом, частица проппанта представляет собой 
твердое тело с двумя поступательными и одной вращательной степенями свободы. Расстояние 
между частицами на внешнем круге равно равновесному расстоянию между частицами жидко-
сти a. Расстояние между внешним и внутренним кругом также равно a. Частицы, показанные 
на рис. 1, взаимодействуют с частицами жидкости согласно (6). 

 
Рис. 1. Представление частицы проппанта в виде совокупности жестко связанных частиц. Три 
частицы в центре используются для визуализации ориентации 

Отметим, что взаимодействия с жидкостью приводят как к перемещению, так и к повороту 
частиц проппанта. Поэтому уравнения движения частицы проппанта i имеют вид  

 gFv p

j
k

kjip mm

i
i

+= ∑
Λ∉
Λ∈ ,

& ,   nFrr ⋅×−=Θ ∑
Λ∉
Λ∈

))((
,

i
i

j
k

kjikipϕ&& , (7) 

где pm , pΘ  — масса частицы проппанта и ее момент инерции относительно центра масс соответ-
ственно; iϕ  — угол поворота; n  — нормаль к плоскости моделирования; iΛ  — множество ин-
дексов частиц, представляющих частицу проппанта i; g — массовая сила. В работе [29] показано, 
что такой подход более эффективен с вычислительной точки зрения, чем использование для 
проппанта и жидкости сферических частиц разного размера. 

При моделировании МДЧ cвойства жидкости зависят от используемого числа частиц. Рас-
смотрим две дискретные системы с индексами 0 и 1, соответствующие одному и тому же объ-
ему жидкости, но содержащие разное число частиц ( 0N  и 1N ). Определим связь между пара-
метрами дискретных систем 0 и 1. Предполагая, что геометрические размеры системы, плот-
ность и скорость звука mfavs /6=  не зависят от числа частиц, получим 
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где ia , im , if  (i = 0, 1) — равновесное расстояние, масса частицы и параметр взаимодействия 
(6) для системы i. В работе [29] показано, что при выполнении соотношений (8) вязкости дис-
кретных систем 0 и 1 связаны следующим образом: 

 0
1

0
1 μμ N

N
= . 

Видно, что вязкость системы убывает с ростом числа частиц. Аналогичной зависимости для 
числа Рейнольдса удается избежать путем масштабирования массовой силы (см. [29]): 

 0
1

0
1 gN

Ng = . 

Данная процедура исключает зависимость основных параметров задачи (размера системы, 
плотности, скорости звука и числа Рейнольдса) от числа частиц. 

Для отвода тепла, выделяющегося в результате сдвигового течения, используется термо-
стат Берендсена [31]. Термостат применяется к узкой полоске жидкости шириной 5a рядом с 
левой периодической границей расчетной области. В результате нагретая жидкость, проходя-
щая через правую периодическую границу, попадает в термостат и охлаждается. 

Метод гидродинамики сглаженных частиц. Второй метод, используемый в данной рабо-
те для моделирования течения смеси проппант – жидкость, — метод гидродинамики сглажен-
ных частиц [26 – 28]. Как и в МДЧ, в рамках МГСЧ жидкость представляется совокупностью 
взаимодействующих частиц. Уравнения движения сглаженных частиц имеют вид 
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где ip , iρ  — давление и плотность в точке, где находится частица i; ijS  — слагаемое, отве-
чающее за вязкость; )(rw  — весовая функция, равная нулю при cutar ≥ , cuta  — расстояние 
сглаживания (параметр, аналогичный радиусу обрезания в МДЧ). В данной работе использует-
ся весовая функция Люси [26]: 
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Для давления ip  и вязкого слагаемого ijS  используются следующие определяющие соот-
ношения, предложенные Монаганом [27]: 
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Здесь 0ρ  — равновесная плотность жидкости; B , α , γ, ε  — параметры модели; a  — ха-
рактерный размер частицы; sv  — скорость звука. В работе [27] показано, что уравнения (9) га-
рантируют малую сжимаемость жидкости. В отличие от МДЧ, где вязкость возникает как след-
ствие хаотического движения частиц, в МГСЧ вязкость вводится явно. Для устранения числен-
ных артефактов, описанных, например, в работе [24], дополнительно вводится отталкивающий 
парный потенциал 
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где corea  — радиус обрезания для данного потенциала. Взаимодействия проппант – проппант и 
проппант – жидкость описываются согласно (6). При этом для описания отталкивания между 
частицами проппанта используется радиус обрезания, равный a. Движение проппанта опреде-
ляется уравнениями (7). 

Рассмотрим задание начальных условий. Жидкость с определяющим уравнением в форме 
(9) практически несжимаема. Следовательно, расчетная область должна быть полностью за-
полнена частицами. В противном случае образуются искусственные пустоты, подобные пузы-
рям газа. Для решения данной проблемы вводится следующая процедура: задаются начальные 
положения частиц проппанта, оставшееся пространство заполняется частицами жидкости, 
формирующими идеальную квадратную решетку. В таком случае образуются пустоты вокруг 
частиц проппанта. Для того чтобы убрать пустоты, система сжимается путем умножения рав-
новесной плотности 0ρ  на 0.8. Затем плотность медленно увеличивается до тех пор, пока дав-
ление в системе не станет меньше 0.01K, где K — модуль объемного сжатия жидкости. При 
этом проппант движется в соответствии с уравнениями движения, описанными выше. Резуль-
тирующее распределение частиц проппанта и жидкости показано на рис. 2б. Видно, что рас-
четная область полностью заполнена частицами.  

 
Рис. 2. Распределение частиц проппанта и жидкости для c = 0.3: а — метод динамики частиц; б — 
метод гидродинамики сглаженных частиц 

После создания начальной конфигурации частицам сообщаются скорости, соответствую-
щие течению Пуазейля. 

ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ 

Основными безразмерными параметрами, влияющими на относительную вязкость )0(/ ss μμ , 
являются число Рейнольдса Re, отношение диаметра проппанта к ширине канала и отношение 
плотности проппанта к плотности несущей жидкости. Подберем параметры модели таким обра-
зом, чтобы их значения соответствовали течению смеси проппант – жидкость в трещинах гидро-
разрыва. На практике часто используют проппант размером 20/40 меш (0.4 – 0.8 мм). Раскрытие 
трещины при гидроразрыве имеет порядок 10 мм. Для оценки числа Рейнольдса предположим, 
что для гидроразрыва используется вода с плотностью 1000 кг/м3 и динамической вязкостью 
0.0009 Па·с. Характерная скорость потока составляет 0.01 м/с. Следовательно, число Рейнольдса 
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порядка 1. При численном моделировании точное значение числа Рейнольдса не имеет значения. 
Важно только, чтобы поток оставался ламинарным. Следовательно, при моделировании число 
Рейнольдса может быть увеличено как минимум на порядок для ускорения расчетов. В результа-
те в данной работе при моделировании обоими методами приняты следующие безразмерные 
значения параметров: 

 20
1

=L
R ,   2=

f

p

ρ
ρ

,   30Re ≈ ,   45.2=sv ,   09.0=m ,   3.0=a ,   3.0=f , 

где L — размер расчетной области; R — радиус частицы проппанта; fρ , pρ  — плотности 
жидкости и проппанта соответственно; sv  — скорость звука. Масса частицы жидкости, равно-
весное расстояние и константа взаимодействия (6) равны: 09.0=m , 3.0=a , 3.0=f  для 3.0≤c  
и 04.0=m , 2.0=a , 2.0=f  для 3.0>c . 

В рамках МДЧ взяты следующие значения параметров: 

 125.0=fa
T ,   1.2=a

acut ,   01.0=
Δ
∗t
t ,   98.00 =a

a ,   14.00 =
sv

v ,   51058.2 −⋅=f
mg , 

где T — температура (кинетическая энергия); tΔ  — шаг интегрирования; fmat 6/2π=∗ ; 0a  — 
начальное расстояние между частицами жидкости; 0v  — амплитуда случайных начальных ско-
ростей частиц. 

При моделировании методом гидродинамики сглаженных частиц используются следующие 
значения параметров: 

 7
1

2
0

=
sv

B
ρ

,   5.0=α ,   23.0=
scutva

β ,   7=γ ,   001.0=ε ,   95.0=a
acore , 

 5.2=a
acut ,   02.0

*
=

Δ
t
t ,   10 =a

a ,   01.00 =
sv

v ,   5106 −⋅=f
mg . 

Моделирование проводилось на кафедре “Теоретическая механика” Санкт-Петербургского 
государственного политехнического университета на суперкомпьютере КС-ЭВМ-1ТФ, имею-
щем 144 ядра и пиковую производительность 1 Тфлопс. Примерное число частиц N и число 
шагов интегрирования maxs  при моделировании таковы:  

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥⋅

<⋅
=

3.0,109

3.0,104
4

4

c

c
N ,   6

max 102 ⋅=s . 

Для каждого значения концентрации проппанта двумя методами выполнялись пять расчетов с 
различными начальными условиями. Для каждого расчета бралось одно ядро. Результаты, приве-
денные ниже, соответствуют 130 расчетам и примерно двум неделям работы суперкомпьютера. 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Эффективная вязкость, рассчитанная для различных концентраций проппанта методом дина-
мики частиц и гидродинамики сглаженных частиц, показана на рис. 3. Каждая точка соответствует 
среднему значению по пяти расчетам с различным начальным распределением частиц проппанта. 
Прямоугольниками показан разброс результатов (среднее значение плюс/минус стандартное от-
клонение). Сплошная линия соответствует формуле Эйнштейна (1) в двумерном случае (A = 2).  
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Из рис. 3 видно, что результаты, полученные двумя методами, согласуются в пределах 
стандартного отклонения результатов при моделировании МДЧ. Для концентраций проппанта 
свыше 0.2 полученные значения вязкости существенно превышают предсказание формулы 
Эйнштейна (1). Следовательно, при данных концентрациях становятся существеннми гидроди-
намические взаимодействия, не учитываемые при выводе формулы (1). Тогда следует приме-
нять нелинейные формулы (2) – (4).  

При аппроксимации результатов моделирования кривыми (2) – (4) критическая концентра-
ция *c  использовалась в качестве параметра. Методом наименьших квадратов получены сле-
дующие значения ∗c  для уравнений (2) – (4): ,99.0=∗

Mc  ,77.0* =MPc  67.0* =KDc . Соответствую-
щие кривые приведены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Зависимость относительной вязкости от концентрации проппанта, полученная методами 
динамики частиц, гидродинамики сглаженных частиц и рассчитанная по формулам (1) – (4). 

Видно, что уравнения (2) и (3) дают лучшую аппроксимацию результатов моделирования, 
чем уравнение (4). Однако при этом значение ,99.0* =Mc  используемое в формуле (2), не реали-
стично, так как максимальная концентрация в двумерном случае равна 91.0)32/( ≈π  (данное 
значение соответствует упаковке проппанта в виде идеальной треугольной решетки). Значение 

77.0* =MPc , полученное с использованием формулы (3), близко к концентрации, соответст-
вующей случайной плотной упаковке частиц в двумерном случае 02.082.0 ±=RCPc  [32]. 

ВЫВОДЫ 

Ввиду трудности физического моделирования течения типа Пуазейля, при изучении эф-
фективной вязкости смеси проппант – жидкость, движущейся в трещине гидроразрыва, целесо-
образно использовать численное моделирование. При этом для повышения надежности умест-
но проводить расчеты взаимно дополняющими методами, такими как метод динамики частиц и 
метод гидродинамики сглаженных частиц. 

Установлено, что при теоретически обоснованных параметрах, отвечающих течению смеси 
проппант – жидкость в трещине гидроразрыва, результаты расчетов методами динамики частиц 
и гидродинамики сглаженных частиц согласуются в пределах стандартного отклонения. Это 
свидетельствует о надежности результатов и возможности их использования для задания эф-
фективной вязкости смеси при решении практических задач, связанных с гидроразрывом.  
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Полученная зависимость эффективной вязкости смеси от концентрации проппанта описы-
вается формулой Марона – Пирса 2)/1/()0( ∗−= ccs

MP
s μμ  при значении критической концен-

трации 77.0* =c . 
Проведенное исследование следует продолжить в направлении сопоставления полученных 

результатов с результатами для течения типа Куэтта, используемого в лабораторных экспери-
ментах на реометрах. Это позволит оценить, в какой мере измерения с помощью реометров мо-
гут служить для задания эффективной вязкости, отвечающей течению под действием перепада 
давления в трещине гидроразрыва. 
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