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В данной работе рассматривается эффективный численный метод — метод коллокации — для полу-
чения численных решений уравнения КдФ–Кавахары. Численный метод основан на конечно-элементной
формулировке и сплайн-интерполяции на основе тригонометрического базиса B-сплайнов пятой степени.
Сначала уравнение КдФ–Кавахары распадается на связанное уравнение с использованием вспомогатель-
ной переменной вида v = uxxx. Затем метод коллокации применяется к связанному уравнению вместе
с разностью вперед и формулой Кранка–Николсона. Благодаря этому мы получаем систему алгебраи-
ческих уравнений в терминах переменных времени и на основе тригонометрического базиса B-сплайнов
пятой степени. Для определения ошибки между численным и точным решениями вычисляются нормы
ошибки L2 и L∞. Результаты иллюстрируются на двух численных примерах с их графическим пред-
ставлением и сравнением с другими методами.
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In this paper, an efficient numerical method which is a collocation method is considered in order to obtain
numerical solutions of the KdV–Kawahara equation. The numerical method is based on a finite element
formulation and a spline interpolation by trigonometric quintic B-spline basis. Firstly, the KdV–Kawahara
equation is split into a coupled equation via an auxiliary variable as v = uxxx. Subsequently, a collocation
method is applied to the coupled equation together with the forward difference and the Cranck–Nicolson
formula. This application leads us to obtain an algebraic equation system in terms of time variables and
trigonometric quintic B-spline basis. In order to measure the error between numerical solutions and exact
ones, the error norms L2 and L∞ are calculated successfully. The results are illustrated by means of two
numerical examples with their graphical representations and comparisons with other methods.
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1. Введение

В задачах науки и техники встречаются две или более независимые переменные, та-
кие как время, пространство, длина, гравитация, угол и так далее. В математическом
моделировании эти задачи переводятся на язык математики с помощью дифференци-
альных уравнений. Решение уравнений в частных производных играет важную роль для
понимания науки и реальной жизни, по крайней мере для описания Вселенной или на-
блюдения изменений во времени, происходящих в физических системах. За последнее
столетие на пути к описанию реальности компьютеры стали мощными помощниками
математиков и ученых. Благодаря быстрому развитию высокопроизводительных ком-
пьютеров, построение и анализ алгоритмов с использованием компьютерных математи-
ческих моделей привели к моделированию и анализу научных и технических проблем.
Тот, кто изучает компьютерную математику, нуждается в численных методах и алго-
ритмах. Метод конечных элементов — один из популярных и общих методов построения
численных схем для решения дифференциальных уравнений в частных производных,
который имеет множество областей применения в науке. Метод коллокации является
одним из методов конечных элементов и имеет самую простую для реализации проце-
дуру среди методов конечных элементов. Ключевая идея методов коллокации состоит
в том, чтобы сделать невязку равной нулю, подставить приближенное решение в урав-
нение в частных производных и точно удовлетворить уравнение в определенных узлах
коллокации. Метод коллокации описан и изучен в ряде работ (см. [1–10]). Другие методы
(конечно-разностный, неявно-явный, с интегрирующим коэффициентом, спектральные
и псевдоспектральные схемы Фурье), которые использовались для изучения ряда нели-
нейных дисперсионных нестационарных задач, можно найти в [11–16] и имеющихся там
ссылках.

Уравнение Кортевега де Фриза–Кавахары (КдФ–Кавахары) имеет вид [17]

ut + γuux + µux + βuxxx + αuxxxxx = 0 (1.1)

с одним начальным и шестью граничными условиями:

u (x, 0) = f(x), x ∈ [xleft, xright] ,

u (xleft, t) = u (xright, t) = 0, t ∈ [0, T ] ,

ux (xleft, t) = ux (xright, t) = 0, t ∈ [0, T ] ,

uxx (xleft, t) = uxx (xright, t) = 0, t ∈ [0, T ] ,

(1.2)

где α, β, γ и µ — действительные параметры, индексы x и t — производные по простран-
ству и времени соответственно, f(x) — известная функция, которая означает физическое
состояние волны в начальный момент времени. Уравнение КдФ–Кавахары описывает
одномерную эволюцию длинных волн малой конечной амплитуды в различных задачах
гидродинамики. Для уравнения КдФ-Кавахары были проведены различные исследова-
ния конечно-разностных схем. Колей [18] получил две полностью дискретные разностные
схемы для уравнения: одна из них — полностью дискретная консервативная схема, а дру-
гая — диссипативная схема, а в [19] он рассматривал сходимость как полудискретной,
так и полностью дискретной разностных схем для уравнения КдФ–Кавахары. Себальос с
соавторами [17] рассматривали начально-краевую задачу для уравнения КдФ–Кавахары
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и предложили простую конечно-разностную схему для этой задачи. Сепульведа с соав-
торами [20] рассмотрели уравнение КдФ–Кавахары с начально-краевыми условиями и
получили конечно-разностную схему. Затем с помощью этой схемы была исследована
задача взаимодействия для перенормированного уравнения КдФ–Кавахары.

В настоящей статье будет рассмотрен конечно-элементный метод коллокации для ре-
шения уравнения КдФ–Кавахары. В соответствии с основной идеей численного метода
будет использоваться следующая процедура: сначала производная третьего порядка при-
вязывается к вспомогательной переменной с помощью v = uxxx, и уравнение в частных
производных преобразуется в связанное УЧП; затем строятся приближенные решения
для u и v. Благодаря использованию ключевой идеи метода, мы получим систему алгеб-
раических уравнений, которую можно решить любыми итерационными методами.

2. Метод коллокации для уравнения КдФ–Кавахары

В этом пункте мы даем коллокационную конечно-элементную формулировку началь-
ной задачи (1.1), (1.2). Как описано во введении, вначале, используя вспомогательную
переменную v (x, t), исходная система делится на две. Таким образом задача имеет вид
множества подуравнений, где каждое подуравнение более простого типа и к каждому
подуравнению можно применять общие численные методы. Перепишем уравнение (1.1)
со вспомогательной переменной в виде связанных уравнений:

v (x, t)− uxxx (x, t) = 0,

ut (x, t) + γuux (x, t) + µux (x, t) + βv (x, t) + αvxx (x, t) = 0.

Далее, используя разностную аппроксимацию вперед для производной по времени, фор-
мулу Кранка–Николсона с усреднением неизвестных и известных временных шагов для
производной по пространству:

(ut)m =
un+1
m − unm

∆t
, um =

un+1
m + unm

2
,

(vt)m =
vn+1
m − vnm

∆t
, vm =

vn+1
m + vnm

2
,

и уравнение для линеаризации члена uux:

(uux)n+1 = unun+1
x + un+1unx − (uux)n ,

мы получим следующую систему алгебраических уравнений:

(uxxx)n+1
m − vn+1

m = − (uxxx)nm + vnm,

un+1
m +

(
γ

∆t

2
(ux)nm

)
un+1
m +

(
∆t

2
(γunm+µ)

)
(ux)n+1

m + β
∆t

2
vn+1
m + α

∆t

2
(vxx)n+1

m

= unm −
∆t

2
µ (ux)nm − β

∆t

2
vnm − α

∆t

2
(vxx)nm .

(2.1)

Для применения метода коллокации к начальной задаче (1.1), (1.2) разделим интер-
вал [xleft, xright] на N подынтервалов xleft = x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN = xright. Теперь
найдем приближенное решение uapprx (x, t) для u (x, t). Таким образом, нам необходимо
приближенное решение vapprx (x, t) для v (x, t) вида
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uapprx (x, t) =

N+2∑
m=−2

TBm (x) δj (t) , vapprx (x, t) =

N+2∑
m=−2

TBm (x)σj (t) . (2.2)

Здесь δj (t) и σj (t) — неизвестные коэффициенты, называемые элементарными функци-
ями, а TBm (x) — тригонометрические базисные функции.

Прежде всего давайте кратко поговорим о тригонометрическом базисе B-сплайнов
пятой степени TBm (x), который является многочленом пятой степени в каждом интерва-
ле. Каждый тригонометрический базис B-сплайнов пятой степени принимает ненулевые
значения максимум в пяти последовательных интервалах, т. е. TBm (x) (где m — целое
число) положительны для m − 3 < x < m + 3 и имеют нулевые значения в противном
случае.

Значения тригонометрического базиса функций B-сплайнов пятой степени в узлах
задаются формулой (см. [21])

TBm (x) =
1

ρ



ϕ5(xm−3), [xm−3, xm−2] ,

ϕ4 (xm−3)χ(xm−1) + · · ·+ χ(xm+3)ϕ4(xm−2), [xm−2, xm−1] ,

ϕ3 (xm−3)χ2(xm) + · · ·+ χ2(xm+3)ϕ3(xm−1), [xm−1, xm] ,

ϕ2 (xm−3)χ3(xm+1) + · · ·+ χ3(xm+3)ϕ2(xm), [xm−1, xm] ,

ϕ (xm−1)χ2(xm+2) + · · ·+ χ4(xm+3)ϕ(xm+1), [xm, xm+1] ,

χ5(xm+3), [xm+1, xm+2] ,

0 [xm+2, xm+3] ,

(2.3)

где
ϕ(xm) = sin((x− xm)/2), χ(xm) = sin((xm − x)/2),

ρ = sin(h/2) sin(h) sin(3h/2) sin(2h) sin(5h/2),

а значения TB (x) и их искомые первые три производные задаются в виде

um = a1δm−2 + a2δm−1 + a3δm + a2δm+1 + a1δm+2,

u′m = b1δm−2 + b2δm−1 − b2δm+1 − b1δm+2,

u′′m = c1δm−2 + c2δm−1 + c3δm + c2δm+1 + c1δm+2,

u′′′m = d1δm−2 + d2δm−1 − d1δm+1 − d2δm+2,

vm = a1σm−2 + a2σm−1 + a3σm + a2σm+1 + a1σm+2,

v′m = b1σm−2 + b2σm−1 − b2σm+1 − b1σm+2,

v′′m = c1σm−2 + c2σm−1 + c3σm + c2σm+1 + c1σm+2,

v′′′m = d1σm−2 + d2σm−1 − d1σm+1 − d2σm+2,

где
a1 = sin5(h/2)/ρ, a2 = sin4(h/2) sin(h)(8 cos(h) + 5)/ρ,

a3 = 2 sin5 (h/2) (6 cos(2h) + 16 cos(h) + 11)/ρ,

b1 = 5 sin3(h/2) sin(h)/4ρ, b2 = 5 sin4(h/2) cos2(h/2)(4 cos(h) + 1)/ρ,

c1 = 5 sin3(h/2)(5 cosh(h) + 3)/8ρ, c2 = 5 sin3(h/2) cos(h/2)(4 cos(2h) + cos(h) + 3)/4ρ,

c3 = −5 sin5 (h/2) cos(h/2)(25 cos(h)− 1)/16ρ,

d1 = 5 sin2(h) cos(h/2)(25 cos(h)−1)/16ρ, d2 = −5 sin2(h) (2 cos(2h)− 27 cos(h) + 1) /32ρ.
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Используя приближенные решения, данные в уравнениях (2.2) и (2.3), мы можем
получить приближенные значения в виде временных переменных δ (t), σ (t) в узловых
точках для u (x, t) и v (x, t), где uapprx (xm, t) = um и vapprx (xm, t) = vm для m = 0, . . . , N.
Следующая система алгебраических уравнений получается путем подстановки узловых
значений в (2.3):(
−d1δ

n+1
m−2 − d2δ

n+1
m−1 + d1δ

n+1
m+1 + d2δ

n+1
m+2

)
+(

a1σ
n+1
m−2 + a2σ

n+1
m−1 + a3σ

n+1
m + a1σ

n+1
m+1 + a1σ

n+1
m+2

)
=
(
d1δ

n
m−2 + d2δ

n
m−1 − d1δ

n
m+1 − d2δ

n+1
m+2

)
−(

a1σ
n
m−2 + a2σ

n
m−1 + a3σ

n
m + a1σ

n
m+1 + a1σ

n
m+2

)
,(

a1 +
∆t

2
(a1Λ1+b1Λ2)

)
δn+1
m−2 +

(
a2 +

∆t

2
(a2Λ1+b2Λ2)

)
δn+1
m−1 +

(
a3 +

∆t

2
a3Λ1

)
δn+1
m +(

a2 +
∆t

2
(a2Λ1 − b2Λ2)

)
δn+1
m+1 +

(
a1 +

∆t

2
(a1Λ1 − b1Λ2)

)
δn+1
m+2+(

∆t

2
(a1β + c1α)

)
σn+1
m−2 +

(
∆t

2
(a2β + c2α)

)
σn+1
m−1+(

∆t

2
(a3β + c3α)

)
σn+1
m +

(
∆t

2
(a2β + c2α)

)
σn+1
m+1+(

∆t

2
(a1β + c1α)

)
σn+1
m+2

=

(
a1 −

∆t

2
b1µ

)
δn+1
m−2 +

(
a2 −

∆t

2
b2µ

)
δn+1
m−1 + (a3) δn+1

m +(
a2 +

∆t

2
b2µ

)
δnm+1 +

(
a1 +

∆t

2
b1µ

)
δnm+2+(

−∆t

2
(a1β + c1α)

)
σnm−2 +

(
−∆t

2
(a2β + c2α)

)
σnm−1+(

−∆t

2
(a3β + c3α)

)
σnm +

(
−∆t

2
(a2β + c2α)

)
σnm+1+(

−∆t

2
(a1β + c1α)

)
σnm+2,

(2.4)

где
Λ1 = γ (b1δm−2 + b2δm−1 − b2δm+1 − b1δm+2) ,

Λ2 = µ+ γ (a1δm−2 + a2δm−1 + a3δm + a2δm+1 + a1δm+2) .

2.1. Граничные условия

Вышеупомянутая система, приведенная в (2.4), включает (2N + 10) неизвестных вре-
менных параметров и (2N + 2) уравнений. Данная система уравнений неразрешима. Для
получения разрешимой системы параметры δ−2, δ−1, σ−2, σ−1 следует исключить, ис-
пользуя левое граничное условие с первой производной. Также следует исключить па-
раметры δN+2, δN+1, σN+2, σN+1, используя правое граничное условие с первой произ-
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водной. Всего из системы следует исключить восемь параметров с помощью следующих
уравнений:

a1δ−2 + a2δ−1 + a3δ0 + a2δ1 + a1δ2 = u(xleft, t),

a1δN−2 + a2δN−1 + a3δN + a2δN+1 + a1δN+2 = u(xright, t),

b1δ−2 + b2δ−1 − b2δ1 − b1δ2 = u′(xleft, t),

b1δN−2 + b2δN−1 − b2δN+1 − b1δN+2 = u′(xright, t),

a1σ−2 + a2σ−1 + a3σ0 + a2σ1 + a1σ2 = v(xleft, t),

a1σN−2 + a2σN−1 + a3σN−1 + a2σN+1 + a1σN+2 = v(xright, t),

b1σ−2 + b2σ−1 − b2σ1 − b1σ2 = v′(xleft, t),

b1σN−2 + b2σN−1 − b2σN+1 − b1σN+2 = v′(xright, t).

(2.5)

Таким образом, мы получим

δ−2 = p1δ0 + p2δ1 + p3δ2 + q1u(xleft, t)− q2u
′(xleft, t),

δ−1 = p4δ0 + p5δ1 + p6δ2 + q3u(xleft, t)− q4u
′(xleft, t),

δN+2 = p3δN−2 + p2δN−1 + p1δN + q1u(xright, t) + q2u
′(xright, t),

δN+1 = p6δ0 + p5δ1 + p4δ2 + q3u(xright, t) + q4u
′(xright, t)

и
σ−2 = p1σ0 + p2σ1 + p3σ2 + q1v(xleft, t)− q2v

′(xleft, t),

σ−1 = p4σ0 + p5σ1 + p6σ2 + q3v(xleft, t)− q4v
′(xleft, t),

σN+2 = p3σN−2 + p2σN−1 + p1σN + q1v(xright, t) + q2v
′(xright, t),

σN+1 = p6σ0 + p5σ1 + p4σ2 + q3v(xright, t) + q4v
′(xright, t).

Мы получили численную схему для обобщенного уравнения КдФ–Кавахары в виде
квадратной линейной системы. Схема включает “следующие” или “неизвестные” значе-
ния δn+1 и σn+1 вместе с “известными” значениями δn и σn. Ее можно решить с помощью
итерационных методов, которые могут использоваться для больших систем и не требу-
ют дополнительной памяти. Существует несколько методов решения этой системы. В
данном исследовании система решается несколько раз; при этом желаемый временной
уровень достигается с использованием прямого метода решения.

2.2. Начальное состояние

В итерационном методе решение системы Ax = B начинается с начального вектора.
Данный пункт основан на генерации начального вектора для системы, задаваемой урав-
нением (2.1). Параметры начального вектора δ(0) и σ(0) определяются с использованием
значений приближенных решений uapprx (x, t) , vapprx (x, t) и начального условия задачи
в узловых точках:

u (xm, 0) = f (xm) = a1δ
(0)
m−2 + a2δ

(0)
m−1 + a3δ

(0)
m + a2δ

(0)
m+1 + a1δ

(0)
m+2,

v (xm, 0) = uxxx (xm, 0) =f ′′′ (xm) = d1σ
(0)
m−2 + d2σ

(0)
m−1 + d3σ

(0)
m + d2σ

(0)
m+1 + d1σ

(0)
m+2.

(2.6)

Система уравнений (2.6) дает (2N + 2) уравнений в (2N + 10) неизвестных для
m = 0, . . . , N . Если из системы исключить восемь неизвестных с использованием значе-
ний первой и второй производных uapprx (x, t) , vapprx (x, t) в узловых точках, аналогично
процедуре, описанной в п. 2.1, начальный вектор определяется в матричной форме. Ре-
шение этой системы уравнений дает нам начальное значение, и теперь можно начинать
итерацию.
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3. Анализ устойчивости

Перед реализацией новой численной схемы, полученной в предыдущих пунктах, важ-
но знать, как метод влияет на устойчивость. Поэтому в данном пункте будет проведена
проверка устойчивости конечно-элементной схемы коллокации применительно к уравне-
нию КдФ–Кавахары с использованием критерия фон Неймана для анализа устойчиво-
сти. Анализ устойчивости ограничивается линейными уравнениями с постоянными ко-
эффициентами. Поскольку метод Рубина–Грейвза является методом линеаризации, мы
рассматриваем u как локальную постоянную û для линеаризации нелинейного члена
uux уравнения КдФ–Кавахары. Рассмотрим линеаризацию численной схемы(
−d1δ

n+1
m−2 − d2δ

n+1
m−1 + d1δ

n+1
m+1 + d2δ

n+1
m+2

)
+(

a1σ
n+1
m−2 + a2σ

n+1
m−1 + a3σ

n+1
m + a1σ

n+1
m+1 + a1σ

n+1
m+2

)
=
(
d1δ

n
m−2 + d2δ

n
m−1 − d1δ

n
m+1 − d2δ

n+1
m+2

)
−(

a1σ
n
m−2 + a2σ

n
m−1 + a3σ

n
m + a1σ

n
m+1 + a1σ

n
m+2

)
,(

a1 +
∆t

2
(γû+ µ) b1

)
δn+1
m−2 +

(
a2 +

∆t

2
(γû+ µ) b2

)
δn+1
m−1 + (a3) δn+1

m +(
a2 −

∆t

2
(γû+ µ) b2

)
δn+1
m+1 +

(
a1 −

∆t

2
(γû+ µ) b1

)
δn+1
m+2+(

∆t

2
(a1β + c1α)

)
σn+1
m−2 +

(
∆t

2
(a2β + c2α)

)
σn+1
m−1+(

∆t

2
(a3β + c3α)

)
σn+1
m +

(
∆t

2
(a2β + c2α)

)
σn+1
m+1+(

∆t

2
(a1β + c1α)

)
σn+1
m+2

=

(
a1 −

∆t

2
(γû+ µ) b1

)
δn+1
m−2 +

(
a2 −

∆t

2
(γû+ µ) b2

)
δn+1
m−1 + (a3) δn+1

m +(
a2 +

∆t

2
(γû+ µ) b2

)
δnm+1 +

(
a1 +

∆t

2
(γû+ µ) b1

)
δnm+2+(

−∆t

2
(a1β + b1α)

)
σnm−2 +

(
−∆t

2
(a2β + b2α)

)
σnm−1+(

−∆t

2
(a3β + b3α)

)
σnm +

(
−∆t

2
(a2β + b2α)

)
σnm+1+(

−∆t

2
(a1β + b1α)

)
σnm+2,

(3.1)

где û = unm . Теперь, для дальнейшей работы со схемой, ключевой частью анализа устой-
чивости фон Неймана является предположение, что решения разностного уравнения име-
ют вид

unm = ξneimkψ,
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где i2 = −1, k — волновое число, ψ — фазовый угол, ξ — коэффициент усиления. Устой-
чивость схемы зависит от поведения коэффициента усиления. Если |ξ| > 1, то ξn экспо-
ненциально растет при n→∞, и, таким образом, дискретизация неустойчива. Следова-
тельно, требование устойчивости состоит в том, что |ξ| < 1.

Численная схема (3.1) содержит два уравнения и две переменные. Поэтому будем
считать, что решения системы имеют вид

δnm = Pξneimkψ, σnm = Wξneimkψ, (3.2)

где P и W — амплитуды гармоник. Сначала подставим решения (3.2) в (3.1), а затем
разделим обе части на ξneimkψ. В итоге, используя некоторые тригонометрические тож-
дества, мы получим следующую систему:[
i (q+1) (2d1 sin (2ψ) +2d2 sin (ψ))

]
P+
[

(q+1) (2a1 cos (2ψ) +2a2 cos (ψ) + a3)
]
W =0,[

(q − 1) (2a1 cos (2ψ) + 2a2 cos (ψ) + a3)−

i (q + 1) 2
∆t

2
(γû+ µ) (b1 sin (2ψ) + b2 sin (ψ))

]
P+[

(q + 1)

(
∆t (a1β + c1α) cos (2ψ) + ∆t (a2β + c2α) cos (ψ) +

∆t

2
(a3β + c3α)

)]
W =0.

(3.3)

Когда мы перепишем уравнение (3.3) в виде

iλ1 (q + 1)P + λ2 (q + 1)W = 0,[
λ2(q − 1)− iλ3 (q + 1)

]
P +

[
λ4 (q + 1)

]
W = 0,

(3.4)

определитель этой матрицы примет вид

i (λ1λ4 + λ2λ3) (q + 1)2 − λ2λ2

(
q2 − 1

)
= 0, (3.5)

где
λ1 = 2d1 sin (2ψ) + 2d2 sin (ψ) ,

λ2 = (2a1 cos (2ψ) + 2a2 cos (ψ) + a3) ,

λ3 = 2
∆t

2
(γû+ µ)

(
b1 sin (2ψ) + b2 sin (ψ)

)
,

λ4 = ∆t (a1β + c1α) cos (2ψ) + ∆t (a2β + c2α) cos (ψ) +
∆t

2
(a3β + c3α) .

После переименования ω1 = i (λ1λ4 + λ2λ3) и ω2 = (λ2)2 система (3.5) дает

(iω1 − ω2) q2 + 2iω1q + (iω1 + ω2) = 0,

∆ = −4ω2
1 + 4ω2

1 + 4ω2
2 = 4ω2

2.

Корни уравнения имеют вид

q1 =
−2iω1 + 2ω2

2 (iω1 − ω2)
= −1⇒ |q1| = 1, q2 =

−2iω1 − 2ω2

2 (iω1 − ω2)
⇒ |q2| = 1.
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4. Численные результаты

Теперь приведем новые численные результаты для уравнения КдФ–Кавахары. Для
этого рассмотрим два численных примера для значений γ = µ = β = 1 и α = −1. По-
скольку точные решения имеются в литературе, для первой задачи мы вычислим нормы
ошибок L2 и L∞ для измерения расстояния между численными и точными результата-
ми, а затем вычислим порядки скорости сходимости метода коллокации по следующим
формулам:

L2 = ‖u− UN‖2 =

√√√√h

N∑
j=0

∣∣∣uj − (UN )j

∣∣∣2, L∞ = ‖u− UN‖∞ = max
0≤j≤N

∣∣∣uj − (UN )j

∣∣∣ . (4.1)

Во-вторых, мы представим таблицы сравнений между недавно полученными и “лите-
ратурными” результатами с графическим моделированием численных результатов, по-
лученных с использованием метода коллокации с тригонометрическим базисом пятой
степени.

4.1. Пример 1

Соотношение между точным решением для уединенной волны и начальными услови-
ями для задачи имеет вид

u (x, t) =
105

169
sech4

[
1

2
√

3

(
x− 205

169
t− x0

)]
, f (x) =

105

169
sech4

[
1

2
√

3
(x− x0)

]
,

где x0 = 0. Важно отметить влияние разделения по пространству и времени на численные
результаты. Поэтому сначала приведем три таблицы, включающие нормы ошибок L2 и
L∞ для различных значений шагов по времени и пространству для конечного времени
T = 10. В таблицах 1 и 2 число шагов по пространству и времени увеличивается. Из
таблиц видно, что метод коллокаций дает приближенные решения, а увеличение числа
как временных, так и пространственных разбиений оказывает положительное важное
влияние на нормы ошибок L2 и L∞: нормы ошибок L2 и L∞ уменьшаются по мере
увеличения временных и пространственных разбиений.

Таблица 1. Нормы ошибок L2 и L∞ для различных значений h и ∆t при T = 10

h
∆t = 0.1 ∆t = 0.05 ∆t = 0.0125

L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.5 2.33666 0.813493 1.29595 0.4.47655 1.21330 0.416490
0.25 0.599720 0.216222 0.223118 0.0785530 0.121466 0.0419562
0.125 0.522335 0.195820 0.134196 0.0499309 0.0138550 0.00487631
0.0625 0.517935 0.194556 0.129718 0.0486732 0.00838700 0.00312064
0.03125 0.517660 0.194474 0.129445 0.0485941 0.00810815 0.00304235

Таблица 2. Нормы ошибок L2 и L∞ для различных значений h и ∆t при T = 10.

h
∆t = 0.01 ∆t = 0.00625

L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.5 1.21139 0.415813 1.20933 0.415079
0.25 0.119479 0.0412241 0.117369 0.0404309
0.125 0.0112332 0.00394370 0.00860636 0.00299685
0, 0625 0.00547821 0.00202725 0.00233722 0.000843045
0.03125 0.00519576 0.00194898 0.00204073 0.000764490
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Во-вторых, в табл. 3, 4 приведены некоторые результаты сравнения с методом колло-
каций из [18, 19]. В этих таблицах взяты нормы ошибок ε1

∆x и ε
2
∆x, которые представлены

в [18] для [−80, 80]. Код прогоняется от t = 0 до t = 10 и числа разбиений N = 512, 1024,
2048, 4096, 8192. Кроме того, временной шаг ∆t выбирается равным 0.00625.

Таблица 3. Сравнение норм ошибки ε1
∆x для различных значений h при T = 10

N
Наш метод [18]

ε1
∆x/FEM L∞ ε1

∆x/JMO ε1
∆x/(10) ε1

∆x/(42) ε1
∆x/spectral

512 2.27415× 10−5 9.89539× 10−5 1.50× 10−3 3.40× 10−3 2.63× 10−4 3.47× 10−8

1024 1.49286× 10−6 6.52523× 10−6 7.56× 10−4 1.70× 10−3 2.40× 10−4 3.51× 10−10

2048 2.25578× 10−7 1.00470× 10−6 3.81× 10−4 8.32× 10−4 6.11× 10−5 1.66× 10−11

4096 1.63441× 10−7 7.72026× 10−7 1.19× 10−4 4.17× 10−4 1.97× 10−5 8.47× 10−13

8192 1.60000× 10−7 7.56173× 10−7 9.62× 10−5 2.09× 10−4 5.49× 10−6 5.89× 10−14

Таблица 4. Сравнение норм ошибки ε2
∆x для различных значений h при T = 10

N
Наш метод [18]

ε2
∆x ε2

∆x/JMO ε2
∆x/(10) ε2

∆x/(42) ε2
∆x/spectral

512 1.38521× 10−6 1.42 3.33 2.99× 10−1 8.32× 10−5

1024 5.96917× 10−9 7.25× 10−1 1.65 2.52× 10−1 6.64× 10−7

2048 1.36292× 10−11 3.70× 10−1 8.37× 10−1 6.46× 10−2 3.24× 10−8

4096 7.15483× 10−11 1.88× 10−1 4.22× 10−1 6.14× 10−2 1.59× 10−9

8192 6.85674× 10−11 9.54× 10−2 2.12× 10−1 1.54× 10−2 1.14× 10−10

Из сравнительных таблиц можно сделать вывод, что по норме ошибки ε1
∆x наше

решение точнее, чем схемы JMO, (40) и (42) из [18], но не точнее спектрального мето-
да, приведенного в [18]. Кроме того, норма ошибки ε2

∆x меньше, чем та, которая была
получена методом коллокации с использованием тригонометрических B-сплайнов пятой
степени с нормами ошибок ε2

∆x, приведенными в [18] для JMO, (40), (42) и спектрального
метода для всех размеров временных шагов.

Наконец, для численного моделирования мы возьмем N = 8192, ∆t = 0.0625 и раз-
личные конечные моменты времени, показанные на рисунке 1. Из рис. 1 видно, что
уединенная волна сохраняет свою форму во время движения.

Рис. 1. Численное моделирование для N = 8192, ∆t = 0.0625 в [−80, 80] при T = 0(0.5)10

Моделирование волны показано по оси x для T = 0, 5, 10 на рис. 2. Первоначально,
т. е. при T = 0, пик волны находится при x0 = 0 с амплитудой 0.6213017751 на оси
x; при T = 5 пик волны находится при x0 = 16, 074219 с амплитудой 0.6212997685.
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Затем в конечный момент времени, T = 10, пик волны находится при x0 = 22.109375
с амплитудой 0.6212995151. Таким образом, уединенная волна перемещается вправо от
оси с небольшой потерей амплитуды.

Рис. 2. Численное моделирование для N = 8192, ∆t = 0.0625 в [−80, 80] при T = 0, 5, 10

4.2. Пример 2

Во втором примере мы исследуем задачу взаимодействия для уравнения КдФ–Кава-
хары. Начальное условие задачи следующее:

u (x, 0) =
105

169

{
sech4

[
1

2
√

3
(x− x0)

]
+

1

4
sech4

[
1√
3

(x− x1)

]}
.

Для этого примера возьмем x0 = 0 и x1 = −4 с интервалом [−10, 10], и коды прогоня-
ются от t = 0 до t = 0.72. Используя MATLAB, мы получили рис. 3 и 4. Рис. 3 показывает,
что взаимодействие двух уединенных волн было успешным. При внимательном рассмот-
рении рис. 4 мы видим, что для этого уравнения вторичные волны хорошо видны. Кроме
того, наши рисунки, показывающие задачу взаимодействия в 2D- и 3D-представлениях,
согласуются с задачами взаимодействия, представленными в [17, 19, 22, 23], что подтвер-
ждает эффективность и пригодность предложенных нами численных методов.

Рис. 3. Задача взаимодействия для уравнения КдФ–Кавахары. Представленные численные ре-
зультаты показали эволюцию двухсолитонного теста от начального до конечного момента вре-
мени
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Рис. 4. Трехмерный график задачи взаимодействия, показывающий двухсолитонный тест для
уравнения КдФ–Кавахары

До сих пор мы изучали взаимодействие одно- и двухсолитонных решений уравнения
КдФ–Кавахары, используя конечно-элементный метод коллокации, который использует
тригонометрические B-сплайны пятой степени в качестве базисной функции. С помощью
нашего численного метода получаются решения, которые имеют такое же поведение,
что и солитонные решения, т. е. эти численные решения остаются неизменными до и
после пространственных взаимодействий. Как показано в приведенных выше таблицах,
наш численный метод работает лучше, чем методы, представленные в [18, 19], которые
использовались для решения одного и того же уравнения КдФ–Кавахары для одного и
двух решений взаимодействия. Помимо точности настоящий метод вычисляет быстрее,
чем существующие методы.

5. Выводы

Таким образом, целью данной статьи был поиск численных решений обобщенно-
го уравнения КдФ–Кавахары. Во-первых, временная дискретизация для задачи была
выполнена с использованием разности вперед и конечно-разностной формулы Кранка–
Николсона. Во-вторых, приближенное решение задачи было получено с использованием
тригонометрического базиса B-сплайна пятой степени и зависящих от времени пара-
метров. В-третьих, получена численная схема для задачи с использованием ключевой
идеи метода коллокации. Был выполнен анализ устойчивости фон Неймана. Учитывая
теоретический аспект устойчивости, мы можем сделать вывод, что метод может исполь-
зоваться для получения численного решения задачи. Для достижения поставленной цели
были проведены два численных эксперимента с уравнением КдФ–Кавахары. Было вы-
полнено сравнение численных результатов предложенных задач с точными результатами
и другими результатами исследований, имеющихся в литературе. Из всех сравнений и
таблиц норм ошибок и рисунков можно сделать вывод, что предлагаемый метод является
эффективным и действенным.
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7. Dag I., Irk D., Kaçmaz O., Adar N. Trigonometric B-spline collocation algorithm for
solving the RLW equation // Applied and Computational Mathematics.–– 2016.––Vol. 15, N◦-- 1.––
P. 96–105.
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