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Введение. Интерес к исследованию течения жидкости и теплообмена вблизи растяги-
вающегося цилиндра обусловлен их использованием в таких технологических процессах,
как горячая раскатка, полимерная экструзия, покрытие проволоки, производство пищевых
продуктов и др.

Впервые течение жидкости вблизи растягивающейся пластины исследовалось в [1].
В [2] изучалось влияние отсоса и вдува на тепло- и массообмен в жидкости. В [3, 4] про-
блема течения и теплообмена вблизи непрерывно растягивающейся поверхности решалась

с учетом скорости линейного растяжения и температуры стенки. В [5] анализировалось
течение в окрестности нестационарно растягивающейся поверхности. В работе [6] рас-
сматривались неньютоновские жидкости. Авторы [7] изучали течение в тонкой пленке
жидкости, изменяющейся по степенному закону, для случая нестационарно растягиваю-
щейся поверхности, а проблема теплообмена для этого случая изучена в [8].

Поскольку качество конечного продукта существенно зависит от скорости нагрева

или охлаждения жидкости, авторы работы [9] исследовали гидромагнитное течение и теп-
лообмен вблизи растягивающейся поверхности, а авторы [10] рассмотрели влияние вязкой
диссипации на теплообмен жидкости при наличии внешнего магнитного поля. Нестацио-
нарная конвекция и теплообмен вблизи пористой растягивающейся поверхности при нали-
чии теплового излучения исследованы в [11]. В [12] изучено влияние переменной вязкости
и термодиффузии на течение и теплообмен вблизи такой пластины, а в [13] — влияние
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неоднородного теплового потока на теплообмен. В работах [14–18] подобные исследования
проведены для неньютоновских жидкостей.

Некоторые исследования выполнены для цилиндрических тел вращения. В [19] изу-
чалось течение в пограничном слое в окрестности растягивающегося цилиндра. Автор
работы [20] обобщил это исследование на случай течения вязкой жидкости вблизи полого
растягивающегося цилиндра в покоящейся жидкости. В [21, 22] изучалось влияние отсо-
са и вдува и магнитного поля на стационарное течение и теплообмен в жидкости вбли-
зи растягивающегося цилиндра без учета поперечной кривизны, в [23] анализировались
нестационарное течение и массообмен сжимающегося цилиндра.

Параметр поперечной кривизны определяется как отношение толщины погранично-
го слоя к радиусу цилиндра. Для случая очень малого параметра поперечной кривизны
задача может рассматриваться в плоской постановке, а в случае тонкого цилиндра зада-
ча становится осесимметричной, при этом параметр поперечной кривизны учитывается
в определяющих уравнениях. В [24] для решения задачи о течении и теплообмене вдоль
растягивающегося тонкого цилиндра предложена переменная подобия. В [25] численно ис-
следовались течение и теплообмен вблизи горизонтального цилиндра с учетом параметра

поперечной кривизны и поверхностного теплового потока. В [26] изучалось влияние зави-
сящей от температуры теплопроводности на течение и тепловой пограничный слой вблизи

растягивающегося тонкого цилиндра, а также влияние внешнего теплового источника и
поперечного магнитного поля для двух случаев тепловых пограничных условий. В [27, 28]
исследовалась смешанная конвекция вблизи вертикально растягивающегося тонкого ци-
линдра.

Из сказанного выше следует, что влияние теплового излучения и вязкой диссипации на
течение и теплообмен вблизи растягивающегося тонкого цилиндра исследовано недоста-
точно. Поэтому в настоящей работе изучались магнитогидродинамическое (МГД) течение
в пограничном слое и теплообмен в несжимаемой жидкости вблизи линейно растягивающе-
гося тонкого цилиндра с заданной температурой поверхности, а также влияние теплового
излучения, вязкой диссипации и числа Прандтля на температуру, коэффициенты трения
и теплообмена.

Постановка задачи. Рассмотрим течение ньютоновской электропроводящей жидко-
сти вблизи тонкого цилиндра с заданной температурой поверхности (рис. 1). Растяжение
поверхности вызывает течение пограничного слоя несжимаемой жидкости в направлении

оси x. На поток также действует внешнее радиальное магнитное поле. Скорость растяже-
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Рис. 1. Схема задачи
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ния поверхности Uw и ее температура Tw задаются соотношениями

Uw = bx/l, Tw = T∞ + c(x/l)s,

где b — параметр скорости растяжения; l — характерная длина; T∞ — температура по-
коящейся жидкости; s — заданный показатель степени; c — положительная константа;
ось x совпадает с осью цилиндра.

Дифференциальные уравнения сохранения массы, количества движения и энергии в
осесимметричном потоке жидкости имеют вид
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граничные условия запишем в виде

u = Uw, v = 0, r = a, u = 0, r →∞,

T = Tw, r = a, T = T∞, r →∞,

где u, v — компоненты скорости в x- и r-направлениях; T — температура жидкости;
ν — кинематическая вязкость; в (1) член (j×B)x представляет собой x-компоненту силы
Лоренца, обусловленной наличием внешнего радиального магнитного поля B = (B0/r)er

(∇ ·B = 0).
В предположении, что магнитное число Рейнольдса является малым, наведенное маг-

нитное поле несущественно [29], и согласно закону Ома сила электрического тока в на-
правлении eθ равна

j = σ[E + V ×B]eθ, (3)

где E — напряженность электрического поля, удовлетворяющая уравнениям Максвелла
для стационарного магнитного поля и при отсутствии заряда:

∇ ·E = 0 ⇒ E = E(r, x)eθ

или

E = E(r)eθ = (c′/r)eθ. (4)

Здесь c′ — константа, которая находится при подстановке (4) в (3) и использовании урав-
нения (1) для свободного невязкого течения:
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В результате для силы Лоренца получаем j×B = −(σuB2
0/r

2)ex, и уравнение (1) сводится
к соотношению
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Член Φ в уравнении (2) описывает вклад вязкой диссипации, который можно найти
из выражения
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В приближении пограничного слоя уравнение (6) сводится к уравнению

Φ = µ
(∂u
∂r

)2
. (7)

Согласно приближению Росселанда [30] тепловое излучение представляет собой ради-
ационный тепловой поток в r-направлении

qr = −4σ∗

3k∗
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, (8)

где σ∗, k∗ — степень черноты и постоянная Больцмана. Величина T 4 вблизи T∞ разлага-
ется в ряд Тейлора

T 4 ' T 4
∞ + 4T 3

∞(T − T∞) + 6T 2
∞(T − T∞)2 + . . . ,

который в пренебрежении членами высоких порядков T − T∞ сводится к уравнению
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Подставляя (9) в (8), получаем
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а подставляя (7), (10) в уравнение (2), получаем уравнение баланса энергии
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Безразмерная переменная подобия, имеющая вид [24]
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r2 − a2

2a
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)1/2
, (12)

используется для преобразования дифференциальных уравнений в частных производных

к дифференциальным уравнениям первого порядка. Функция тока задается уравнением

ψ = (νxUw)1/2af(η). (13)

Компоненты скорости имеют вид
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При заданной температуре поверхности профиль температуры θ задается уравнением

θ =
T − T∞
Tw − T∞

. (15)

Подставляя (12)–(15) в уравнения (5), (11), которые можно решить численно методом
Рунге — Кутты четвертого порядка, получаем уравнения

ff ′′ − (f ′)2 − M

1 + 2γη
f ′ + 2γf ′′ + (1 + 2γη)f ′′′ = 0; (16)

sf ′θ − fθ′ − 1

Pr′
[2γθ′ + (2γη + 1)θ′′]− Ec [(2γη + 1)(f ′′)2] = 0 (17)

с соответствующими граничными условиями для преобразованных скорости и темпера-
туры

f ′(0) = 1, f(0) = 0, f ′(∞) = 0,

θ(0) = 1, θ(∞) = 0.
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Здесь γ =
√
lν/(ba2) — параметр поперечной кривизны; M = σB2

0 l/(ρa
2b) — параметр

магнитного поля; Ec = (Uw)2/(cp(Tw − T∞)) — число Эккерта; Pr′ = (1 +N)/Pr — моди-
фицированное число Прандтля; Pr = ρcpν/k — число Прандтля; N = 16T 3

∞σ
∗/(3kk∗) —

параметр теплового излучения; локальные коэффициент трения и число Нуссельта опре-
деляются выражениями
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Rex = Uwx/ν — локальное число Рейнольдса.
В частных случаях уравнения (16), (17) можно упростить. Например, в случае γ = 0

задача сводится к задаче о течении и теплообмене вблизи горизонтальной растягивающей-
ся поверхности, а при допущении M = N = 0 задача сводится к задаче Крейна [1].

Тестовые расчеты. Для того чтобы использовать метод Рунге — Кутты, урав-
нения (16), (17) необходимо свести к системе нелинейных дифференциальных уравнений
первого порядка
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,

f0(0) = 0, f1(0) = 1, θ0(0) = 1,

f1(η∞) = 0, θ0(η∞) = 0.

Проведенное для проверки достоверности сравнение полученных численных резуль-
татов с данными работ [3, 4, 24, 26] показало, что они хорошо согласуются (различие не
превышает 10−4) (табл. 1, 2).

Результаты исследования и их обсуждение. Задача о течении и теплообмене
в ньютоновской жидкости вблизи тонкого растягивающегося цилиндра решается численно.
Результаты решения приведены на рис. 2–8 и в табл. 3–5.

На рис. 2 представлены профили осевой f ′(η) и поперечной f(η) скоростей при различ-
ных значениях параметров магнитного поля M и поперечной кривизны γ. Видно, что при
увеличении параметра магнитного поля толщина пограничного слоя уменьшается. Это
обусловлено влиянием магнитного поля на силу Лоренца. Также видно, что на кромке
пограничного слоя f(η) 6= 0 (см. рис. 2,б).

В табл. 3 приведены значения поверхностного трения −f ′′(0) при различных значе-
ниях параметров магнитного поля и поперечной кривизны. Из табл. 3 следует, что при
увеличении параметра магнитного поля коэффициент поверхностного трения также уве-
личивается. Это показано на рис. 3 для всех чисел Рейнольдса и двух значений параметра
поперечной кривизны. Например, при γ = 1 увеличение параметра магнитного поля от 0
до 2 приводит к увеличению −f ′′(0) на 38,78 %, при γ = 0 — приблизительно на 73,2 %.
Результаты показывают, что при M = 0÷ 2 имеет место регрессивная скорость увеличе-
ния поверхностного трения −f ′′(0). Такое поведение поверхностного трения обусловлено
тем, что увеличение параметра магнитного поля уменьшает осевую скорость, которая,
в свою очередь, уменьшает силу Лоренца, вследствие чего влияние параметра магнитного
поля уменьшается.

Согласно рис. 2 в случае γ = 1 толщина пограничного слоя больше, чем в случае
γ = 0, что свидетельствует об увеличении скорости при увеличении поперечной кривизны.
Следует отметить, что влияние поперечной кривизны и параметра магнитного поля на
коэффициент поверхностного трения одинаково.
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Таб ли ц а 1

Значения локального поверхностного трения −f ′′(0)
при различных значениях параметров M и γ

−f ′′(0)

M Работа [26] Настоящая работа

γ = 0 γ = 0,5 γ = 1 γ = 0 γ = 0,5 γ = 1

0 1,000 001 1,182 410 1,358 198 1,000 001 1,182 410 1,358 203
0,5 1,224 745 — — 1,224 745 1,354 751 1,499 818
1,0 1,414 214 — — 1,414 214 1,513 473 1,634 410
1,5 1,581 139 — — 1,581 138 1,660 637 1,762 612
2,0 1,732 051 — — 1,732 050 1,797 992 1,884 995

Таб ли ц а 2

Значения градиента температуры −θ′(0) при γ = M = Ec = N = 0, s = 1
и различных значениях числа Прандтля

Pr
−θ′(0)

Работа [3] Работа [4] Работа [24] Настоящая работа

0,10 — — — 0,2090
0,72 0,8086 0,8058 0,8086 0,8086
1,00 1,0000 0,9961 1,0000 1,0000
2,00 — — — 1,5231
3,00 1,9237 1,9144 1,9237 1,9236
5,00 — — — 2,5575

10,00 3,7207 3,7006 3,7207 3,7206

Та бли ц а 3

Значения локального поверхностного трения −f ′′(0)
при различных значениях параметров поперечной кривизны и магнитного поля

M
−f ′′(0)

γ = 0 γ = 0,25 γ = 0,50 γ = 0,75 γ = 1,00

0 1,000 001 1,091 825 1,182 410 1,271 146 1,358 203
0,5 1,224 745 1,286 865 1,354 751 1,426 281 1,499 818
1,0 1,414 214 1,460 675 1,513 473 1,571 918 1,634 410
1,5 1,581 138 1,690 141 1,660 637 1,709 124 1,762 612
2,0 1,732 050 1,818 930 1,797 992 1,838 857 1,884 995
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Рис. 2. Профили осевой (а) и поперечной (б) скоростей при различных значе-
ниях параметров γ и M :
сплошные линии — γ = 0, штрихпунктирные — γ = 1; 1 — M = 0, 2 — M = 1, 3 —
M = 2
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Зависимость локального коэффициента трения от локального числа

Рейнольдса при различных значениях параметров γ и M (обозначения те же,
что на рис. 2)

Рис. 4. Профили температуры при s = 1, Pr = 1, N = 1, Ec = 0,02 и различных
значениях γ и M (обозначения те же, что на рис. 2)
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Та бли ц а 4
Значения градиента температуры −θ′(0) при различных значениях параметров

M Ec N s Pr
−θ′(0)

γ = 0 γ = 1

0 0,02 1,0 1,0 1,0 0,6273 1,0231
0,5 0,02 1,0 1,0 1,0 0,5723 1,0084
1,0 0,02 1,0 1,0 1,0 0,5302 0,9945
1,5 0,02 1,0 1,0 1,0 0,4968 0,9815
2,0 0,02 1,0 1,0 1,0 0,4691 0,9694
1,0 0 1,0 1,0 1,0 0,5364 1,0015
1,0 1,00 1,0 1,0 1,0 0,2244 0,6518
1,0 2,00 1,0 1,0 1,0 −0,0876 0,3020
1,0 3,00 1,0 1,0 1,0 −0,3997 −0,0478
1,0 4,00 1,0 1,0 1,0 −0,7119 −0,3976
1,0 0,02 0 1,0 1,0 0,8806 1,3035
1,0 0,02 0,5 1,0 1,0 0,6578 1,1036
1,0 0,02 1,0 1,0 1,0 0,5302 0,9945
1,0 0,02 1,5 1,0 1,0 0,4476 0,9258
1,0 0,02 2,0 1,0 1,0 0,3901 0,8784
1,0 0,02 2,5 1,0 1,0 0,3479 0,8438
1,0 0,02 3,0 1,0 1,0 0,3157 0,8175
1,0 0,02 1,0 1,0 1,0 0,5302 0,9945
1,0 0,02 1,0 2,0 1,0 0,7424 1,2025
1,0 0,02 1,0 3,0 1,0 0,9311 1,3878
1,0 0,02 1,0 4,0 1,0 1,1016 1,5558
1,0 0,02 1,0 5,0 1,0 1,2577 1,7098
1,0 0,02 1,0 1,0 0,1 0,1299 0,6622
1,0 1,00 1,0 1,0 1,0 0,5302 0,9945
1,0 1,00 1,0 1,0 2,0 0,8806 1,3035
1,0 1,00 1,0 1,0 3,0 1,1584 1,5670
1,0 1,00 1,0 1,0 5,0 1,6002 2,0029
1,0 1,00 1,0 1,0 10,0 2,4082 2,8115

Влияние параметра магнитного поля на поле температуры показано на рис. 4. При уве-
личении параметра магнитного поля градиент температуры уменьшается, следовательно,
большая часть тепла передается жидкости вблизи кромки пограничного слоя, что приво-
дит к увеличению температуры. Согласно данным, представленным в табл. 4, увеличение
параметра магнитного поля от 0 до 2 приводит к уменьшению −θ′(0) на 5,25 % при γ = 1,
на 25,22 % при γ = 0.

На рис. 5 показано влияние вязкой диссипации на поле температуры при различных
значениях числа Эккерта. Видно, что температура увеличивается при увеличении числа
Эккерта. Из табл. 4 следует, что при увеличении числа Эккерта градиент температуры
уменьшается, а температура увеличивается. Увеличение числа Эккерта приводит к смене
знака температурного градиента. Фактически при увеличении числа Эккерта до некото-
рого значения вязкая диссипация генерирует тепловую энергию в потоке, что и приводит
к изменению знака градиента температуры. Это значение числа Эккерта зависит от пара-
метра магнитного поляM , числа Прандтля Pr, параметра теплового излучения N и пока-
зателя степени в выражении для температуры поверхности s (табл. 5). Согласно табл. 5
при увеличении параметра магнитного поля и числа Прандтля число Эккерта уменьша-
ется. При увеличении параметра теплового излучения число Эккерта увеличивается.



92 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2016. Т. 57, N-◦ 3

n

o

10 12

0,2

0,4

0,6

0,8

1,2

1,0

0 2 4 6 8

1

2

3

n

o

10 12

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0 2 4 6 8

1

2

3

Рис. 5 Рис. 6

Рис. 5. Профили температуры при M = 1, s = 1, Pr = 1, N = 1 и различных
значениях параметров γ и Ec:
сплошные линии — γ = 0, штрихпунктирные — γ = 1; 1 — Ec = 0, 2 — Ec = 1, 3 — Ec = 5

Рис. 6. Профили температуры при M = 1, s = 1, Pr = 1, Ec = 0,02 и различных
значениях параметров γ и N :
сплошные линии — γ = 0, штрихпунктирные — γ = 1; 1 — N = 0, 2 — N = 1, 3 — N = 2

Таб ли ц а 5
Значения числа Эккерта при θ′(0) = 0 и различных значениях параметров

M Pr N s
Ec

γ = 0 γ = 1

1,0 1,0 1,0 1,0 1,7190 2,8634
2,0 1,0 1,0 1,0 1,2076 2,4319
1,0 2,0 1,0 1,0 1,5438 1,9936
1,0 1,0 2,0 1,0 1,8379 3,7070
1,0 1,0 1,0 2,0 2,5187 3,6159

На рис. 6 показано влияние теплового излучения на профиль температуры: с увеличе-
нием параметра излучения температура увеличивается. Согласно табл. 4 при увеличении
параметра излучения от 0 до 2 градиент температуры уменьшается на 55,7 % в случае

γ = 0, а в случае γ = 1 это уменьшение составляет 32,61 %.
На рис. 7 показано влияние экспоненты s на профиль температуры. Видно, что при

увеличении показателя экспоненты градиент температуры на поверхности увеличивается.
Согласно табл. 4 градиент температуры увеличивается на 75,63 и 39,55 % соответственно

при γ = 0, γ = 1 и увеличении показателя степени s от 1 до 3.
Влияние числа Прандтля на профиль температуры показано на рис. 8. Использование

жидкостей с бо́льшими числами Прандтля приводит к уменьшению температуры. Данные,
приведенные в табл. 4, подтверждают известное представление, что жидкости с большим
числом Прандтля имеют бо́льшие градиенты температуры и как следствие более низкую

температуру.
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Рис. 7. Профили температуры приM = 1, Pr = 1, N = 1, Ec = 0,02 и различных
значениях параметров γ и s:
сплошные линии — γ = 0, штрихпунктирные — γ = 1; 1 — s = 1, 2 — s = 2, 3 — s = 3

Рис. 8. Профили температуры при M = 1, s = 1, N = 1, Ec = 0,02 и различных
значениях параметров γ и Pr:
сплошные линии — γ = 0, штрихпунктирные — γ = 1; 1 — Pr = 1, 2 — Pr = 5, 3 —
Pr = 10

На рис. 4–8 и в табл. 4 приведены зависимости температуры от параметра попереч-
ной кривизны γ. Во всех случаях увеличение кривизны увеличивает не только градиент
температуры, но и температуру. Это может быть обусловлено тем, что при увеличении
кривизны увеличивается толщина пограничного слоя и как следствие температура и ско-
рость.

Выводы. Результаты проведенного численного исследования течения и теплообмена
в жидкости вблизи растягивающегося тонкого цилиндра при наличии внешнего радиаль-
ного магнитного поля и различных значениях параметра поперечной кривизны, а также
влияния вязкой диссипации, теплового излучения, числа Прандтля и различных заданных
показателей степени в выражении для температуры на профиль температуры позволяют

сделать следующие выводы.

Увеличение параметра магнитного поля от 0 до 2 приводит к уменьшению скорости,
в то время как коэффициент трения увеличивается на 38,78 % при γ = 1 и на 73,2 % при

γ = 0.

Увеличение параметра магнитного поля от 0 до 2 приводит к увеличению темпера-
туры и уменьшению градиента температуры на 5,25 и 25,22 % для случаев γ = 1 и γ = 0
соответственно.

При увеличении числа Эккерта градиент температуры уменьшается, а температура
увеличивается. Имеется частное значение числа Эккерта, при котором градиент темпера-
туры равен нулю.
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Увеличение параметра теплового излучения от 0 до 3 приводит к увеличению темпе-
ратуры и уменьшению градиента температуры.

При увеличении показателя степени от 1 до 5 температура уменьшается, а градиент
температуры увеличивается.
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