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Рассматривается задача теории упругости для трехслойного материала, в котором два
слоя, расположенные симметрично относительно центрального слоя, имеют одинаковые
свойства. В центральном слое имеется трещина нормального отрыва, вершины которой
находятся в соседних слоях. Решение задачи сведено к решению системы интегральных
уравнений Фредгольма второго рода. Определен коэффициент интенсивности напряже-
ний для трещин нормального разрыва и исследована его зависимость от параметров
задачи.
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Введение.Многослойные материалы широко используются в различных конструкци-
ях. Для повышения прочности и долговечности таких материалов необходимо исследовать
процессы развития в них трещин.

В большинстве работ [1–9] при моделировании трещины многослойные материалы

представляются в виде жестко сцепленных слоев, имеющих различные толщину и упругие
свойства. При исследовании процесса разрушения многослойных (n-слойных) материалов
с трещиной рассматриваются три задачи: 1) задача о трещине, находящейся в одном из
боковых слоев [10]; 2) задача о трещине нормального отрыва в боковом слое, вершина
которой находится на границе поврежденного и соседнего целого слоев [2, 11, 12]; 3) задача
о росте трещины в зависимости от модуля сдвига и коэффициента Пуассона материала

слоев, а также от прочности адгезии на границах раздела.
Для того чтобы решить задачу о распространении трещины через границу слоев, необ-

ходимо знать распределение напряжений в ее окрестности. В работе [2] проанализировано
поле напряжений вблизи трещины, появившейся при разрыве слоя, в предположении, что
трещина перпендикулярна поверхностям слоев и ее вершины находятся на границе разде-
ла поврежденного и соседних целых слоев.

1. Постановка задачи. В данной работе рассматривается плоская задача теории

упругости для трехслойного материала, в которых два слоя, расположенные симметрично
относительно центрального слоя, имеют одинаковые свойства. В центральном слое имеет-
ся трещина нормального отрыва, вершины которой находятся в соседних слоях. Боковые
поверхности составленного таким образом трехслойного материала свободны от внешних
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Модель трехслойного материала, содержащего трещину:
1 — центральный слой, 2 — боковые слои

нагрузок. На бесконечности напряжения отсутствуют, а смещения стремятся к нулю. К бе-
регам трещины приложены некоторые заданные нормальные напряжения. Задача пола-
гается симметричной относительно плоскости y = 0 декартовой системы координат (x, y)
(см. рисунок).

Граничные условия задачи имеют вид

x = 0, |y| <∞, (τxy)1 = 0, u1 = 0,

y = 0, 0 6 x < h, (σy)1 = −p1 (p1 ≡ const > 0), (τxy)1 = 0,

x = H, |y| <∞, (σx)2 = 0, (τxy)2 = 0,

y = 0, h 6 x 6 h+ l, (τxy)2 = 0,

y = 0, h 6 x 6 h+ l, (σy)2 = −p2 (p2 ≡ const > 0),

y = 0, h+ l 6 x 6 H, v2 = 0,

x = h ∀y, (σx)1 = (σx)2, (τxy)1 = (τxy)2,

u1 = u2, v1 = v2.

На бесконечности выполняются условия

0 < x < H, |y| → ∞, ujvj = O(|y|α),

(σx)j → 0, (σy)j → 0, (τxy)j → 0 (α < 0, j = 1, 2).

Коэффициент интенсивности напряжений определяется по формуле

K1 = lim
x→(h+l)+0

{
√

2π[x− (h+ l)]σy (x, 0)}.

Здесь (σy)j , (σx)j , (τxy)j (j = 1, 2) — напряжения в j-м слое из упругого материала с
модулем сдвига Gj и коэффициентом Пуассона νj ; uj , vj — перемещения в j-м слое; p1,
p2 — заданные величины, связанные зависимостью [12]

p1 = k2p2, k2 = k
x2 + 1

x1 + 1
, k =

G1

G2
, xi =

3− νi

1 + νi
,

которую можно получить с помощью метода Колосова — Мусхелишвили [13].
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Сформулированная выше задача рассмотрена в работе [14]. С помощью метода Папко-
вича— Нейбера, интегралов Фурье для гармонических функций и принципа суперпозиции
решение этой задачи сводится к системе парных интегральных уравнений с тригономет-
рическими ядрами и неизвестными правыми частями. Из этих интегральных уравнений
искомые функции C2(η) и D2(η) определяются в виде

C2(η) =

√
π

2

h∫
0

tψ1(t)J0(ηt) dt, D2(η) =

√
π

2

h+l1∫
h

tψ2(t)J0(ηt) dt, (1)

где J0(ηt) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка; ψj(t) — неизвестные функ-
ции. В [10] показано, что ψ2(x) ∈ C1[h, h + l]. Если k 6= 1, ν1 6= ν2, то функция ψ1(x)

непрерывна на интервале (0, h], при x→ 0 ψ1(x) ∼ A(h− x)−1/2 (A — некоторая извест-
ная постоянная). Если функция ψ1(x) удовлетворяет этим условиям, то v1(h − 0, 0) 6= 0,
где v1(x, y) — нормальное смещение в центральном слое.

Представление искомых функций в виде (1) позволяет получить систему двух неза-
висимых обобщенных интегральных уравнений Абеля с неизвестными правыми частями.
Из этих уравнений с использованием граничных условий получаем систему интегральных

уравнений относительно неизвестных функций

ψ1(x), x ∈ [0, h), ψ2(x), x ∈ (h, h+ l], l 6= 0.

В работе [14] определен коэффициент интенсивности напряжений

KI = p2

√
π(h+ l) ψ2((l + h)/H, h/H, k, ν1, ν2) (l 6= 0).

В данной работе вычислен коэффициент интенсивности напряжений при различных

геометрических и механических параметрах задачи.
2. Анализ решения. Рассмотрим частные случаи решения.
1. Пусть k = G1/G2 = 0, ν1 = 0 (или h = 0). Тогда из [14] следует ψ1(x) ≡ 0, x ∈ (0, h].

При этом решение задачи сводится к интегральному уравнению Фредгольма второго рода

ψ2(x) = p∗2 +

l∫
0

ψ2(u)K11(x), u, k1, ν1, ν2

∣∣∣du

k=0, ν1=0
(x ∈ [0, l]).

Данное решение совпадает с известными решениями [1].
2. Пусть k = 1, ν1 = ν2. Тогда получаем задачу о центральной трещине, находящейся

в упругом слое [1]. Решение данной задачи также совпадает с известными решениями
[11, 12]. Полагая k = 1, ν1 = ν2, h→∞, H →∞, получаем задачу Гриффитса [1, 7, 13].

Решение системы интегральных уравнений сведено к решению системы неоднородных

алгебраических уравнений. Из анализа уравнений следует, что при λ→∞ подынтеграль-
ные функции экспоненциально уменьшаются, поэтому верхние пределы выбираются таким
образом, чтобы подынтегральные функции при фиксированных значениях координат вы-
числялись с точностью до 10−3.

Размерность матрицы системы алгебраических уравнений равна 21. При m = 41 и
m = 21 различие значений функции ψ2(·) не превышает 10−4.

В результате численного анализа установлено, что с увеличением k при фиксиро-
ванных значениях h, h1, длины трещины l и внешней нагрузки безразмерные значения
KI/(P2

√
π(h+ l) ) увеличиваются; при фиксированных значениях k, длины трещины l,

толщины слоя h1 и внешней нагрузки безразмерные значения KI/(P2

√
π(h+ l) ) монотон-

но уменьшаются с увеличением h1/h (см. таблицу).
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Значения коэффициента интенсивности напряжений KI/(P2

√
π(h + l) )

l/h

KI/(P2

√
π(h + l) )

k = 2,
h/h1 = 0,1

k = 0,1,
h/h1 = 5

k = 0,1,
h/h1 = 0,1

k = 0,5,
h/h1 = 1,0

k = 1,
h/h1 = 0,1

k = 0,1,
h/h1 = 0,5

0,1 1,0038 1,000 0,9998 1,0010 1,0038 0,9935
0,2 1,0140 1,002 0,9991 1,0041 1,0155 0,9719
0,3 1,0319 1,006 0,9973 1,0090 1,0361 0,9264
0,4 1,0598 1,010 0,9936 1,0154 1,0675 0,8126
0,5 1,1002 1,016 0,9863 1,0226 1,1065 0,7141
0,6 1,1247 1,023 0,9735 1,0195 1,1631 0,6320
0,7 1,1306 1,031 0,8810 1,0056 1,2494 0,5901
0,8 1,1381 1,041 0,9370 0,9853 1,3852 0,5019
0,9 1,1497 1,052 0,7922 0,9382 1,6288 0,4507

Таким образом, решена задача о разрушении трехслойного материала с центральной
трещиной нормального отрыва, вершины которой находятся в боковых слоях, одинаковых
по толщине и механическим свойствам. Определен коэффициент интенсивности напряже-
ний для трещин нормального отрыва, исследована его зависимость от параметров задачи.
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