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Статья посвящена построению квадратурных формул вычисления сингулярных и гиперсингуляр-
ных интегралов. Для вычисления сингулярных интегралов с весовыми функциями (1 − t)γ1(1 + t)γ2 ,
γ1, γ2 > −1, определенных на интервале [−1, 1], построены квадратурные формулы, равномерно сходя-
щиеся к исходному интегралу на всем интервале [−1, 1] при весах (1 − t)γ1(1 + t)γ2 , γ1, γ2 ≥ −1/2, и
сходящихся к исходному интегралу при −1 < t < 1 при весах (1− t)γ1(1 + t)γ2 , γ1, γ2 > −1. В последнем
случае последовательность квадратурных формул сходится к вычисляемому интегралу равномерно на
сегментах [−1 + δ, 1 − δ], где δ > 0 — как угодно малое число. Предложен метод построения и оценки
погрешности квадратурных формул вычисления гиперсингулярных интегралов, основанный на преоб-
разовании квадратурных формул вычисления сингулярных интегралов. Предложен метод оценки по-
грешности квадратурных формул вычисления сингулярных интегралов, основанный на методах теории
приближения. Полученные результаты распространены на полигиперсингулярные интегралы.
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This paper is devoted to constructing quadrature formulas for singular and hypersingular integrals eval-
uation. For evaluating the integrals with the weights (1 − t)γ1(1 + t)γ2 , γ1, γ2 > −1, defined on [−1, 1], we
have constructed quadrature formulas uniformly converging on [−1, 1] to the original integral with the weights
(1 − t)γ1(1 + t)γ2 , γ1, γ2 ≥ −1/2, and converging to the original integral for −1 < t < 1 with the weights
(1 − t)γ1(1 + t)γ2 , γ1, γ2 > −1. In the latter case a sequence of quadrature formulas converges to evaluating
integral uniformly on [−1 + δ, 1− δ], where δ > 0 is arbitrarily small. We propose a method for construction
and error estimate of quadrature formulas for evaluating hypersingular integrals based on transformation of
quadrature formulas for evaluation of singular integrals. We also propose a method of the error estimate for
quadrature formulas for singular integrals evaluation based on the approximation theory methods. The results
obtained were extended to hypersigular integrals.
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1. Введение

Приближенные методы вычисления сингулярных и гиперсингулярных интегралов яв-
ляются активно развивающимися направлениями в вычислительной математике. Это
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обусловлено двумя обстоятельствами: во-первых, методы вычисления сингулярных и ги-
персингулярных интегралов в аналитическом виде известны только для очень узких
классов функций; во-вторых, число приложений, в которых возникает необходимость в
вычислении сингулярных и гиперсингулярных интегралов, постоянно возрастает.

Первые работы по приближенным методам вычисления сингулярных интегралов бы-
ли опубликованы в середине 50-х годов прошлого столетия и к настоящему времени мно-
гие разделы этого направления можно считать практически завершенными. Тем не менее
имеется ряд разделов, исследования в которых далеки от завершения. К такому разде-
лу относится, в частности, исследование методов вычисления сингулярных интегралов∫ 1
−1

x(τ) dτ

τ − t на классах функций вида x(t) = (1− t)α1+iβ1(1 + t)α2+iβ2ϕ(t), αl > −1, l = 1, 2,

где ϕ(t) — гладкая функция, начатое в работах [1, 2]. Достаточно подробные обзоры по
приближенным методам вычисления сингулярных интегралов содержатся в [3–6].

Приближенные методы вычисления гиперсингулярных интегралов начали развивать-
ся значительно позже — в восьмидесятые годы прошлого столетия и в настоящее время
переживают бурное развитие — ежегодно публикуются десятки статей, среди которых
отметим работы [7–13]. Обзоры приближенных методов вычисления гиперсингулярных
интегралов содержатся в книгах [14, 15] и в статье [16]. Несмотря на это, развитие ме-
тодов вычисления сингулярных интегралов опережает развитие методов вычисления ги-
персингулярных интегралов.

До последнего времени внимание исследователей привлекали гиперсингулярные ин-
тегралы и гиперсингулярные интегральные уравнения с особенностями второго порядка.
В последние два-три десятилетия в механике сплошной среды появился круг задач, кото-
рые приводят к гиперсингулярным интегральным уравнениям с особенностями третьего
и четвертого порядков [9].

Представляет значительный интерес построение метода, позволяющего распростра-
нить ряд результатов, полученных для сингулярных интегралов, на гиперсингулярные
интегралы.

В данной работе предлагается одно из решений этой проблемы.
Статья построена следующим образом. В пункте 2 приведены необходимые сведения

из теории приближения, описаны классы функций, используемые в работе, и даны опре-
деления гиперсингулярных интегралов. Пункт 3 посвящен доказательству нескольких
утверждений из теории приближения. В п. 4 построен метод распространения квад-
ратурных формул вычисления сингулярных интегралов, определенных на единичной
окружности, на квадратурные формулы для гиперсингулярных интегралов. В п. 5 ана-
логичные результаты представлены для гиперсингулярных интегралов, определенных на
сегменте [−1, 1]. В шестом пункте кубатурные формулы вычисления полисингулярных
интегралов распространены на полигиперсингулярные интегралы.

2. Вспомогательные утверждения

В работе используются следующие классы функций.
Пусть γ — единичная окружность с центром в начале координат на плоскости ком-

плексной переменной. Пусть A = [a, b] или A = γ.

Определение 2.1. Класс функций Hω(A) состоит из заданных на A функций f(x),
имеющих модуль непрерывности ω.

Частным случаем класса Hω(A) является следующий класс функций.
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Определение 2.2. Класс функций Гельдера Hα(M ;A) (0 < α ≤ 1) состоит из за-
данных на A функций f(x), удовлетворяющих во всех точках x′ и x′′ этого множества
неравенству

∣∣f(x′)− f(x′′)
∣∣ ≤M ∣∣x′ − x′′∣∣α.

В случае, когда из текста ясно на каком множестве рассматриваются функции, вме-
сто Hα(M ;A) будем писать Hα(M). Это замечание относится и к остальным классам
функций.

Определение 2.3. Класс W r(M ;A) состоит из функций, заданных на A непрерывных
и имеющих непрерывные производные до (r − 1)-го порядка включительно и кусочно-
непрерывную производную r-го порядка, удовлетворяющую на этом множестве неравен-
ству

∣∣f (r)(x)
∣∣ ≤M .

Определение 2.4. КлассW rHω(M ;A) состоит из функций f(x), принадлежащих клас-
су W r(M ;A), r-е производные которых имеют модуль непрерывности ω.

Частным случаем класса W rHω(M ;A) является следующий класс функций.

Определение 2.5. КлассW rHα(M ;A) состоит из функций f(x), принадлежащих клас-
су W r(M ;A) и удовлетворяющих дополнительному условию f (r)(x) ∈ Hα(M ;A).

Пусть L = γ1 × γ2, γi — единичная окружность с центром в начале координат на
плоскости комплексной переменной zi, i = 1, 2. Пусть D = [a1, b1; a2, b2] или D = L.

Определение 2.6. Через Hα1α2(M,D) обозначен класс определенных на D функций
f(x, y) таких, что для любых точек (x′, y′) и (x′′, y′′) из D выполняется условие

∣∣f(x′, y′)−
f(x′′, y′′)

∣∣ ≤M1

(∣∣x′ − x′′∣∣α1
)

+M2

(∣∣y′ − y′′∣∣α2
)
, M = max(M1,M2).

Определение 2.7. Через W r1,r2(M,D), 0 < M < ∞, обозначен класс определенных

на D функций f(x1, x2), имеющих частные производные f (v1,v2)(x1, x2) =
∂v1+v2f(x1, x2)

∂xv11 ∂x
v2
2

(0 ≤ vi ≤ ri, i = 1, 2), причем
∥∥f (r1,r2)(x1, x2)

∥∥
C(D)

≤ M,
∥∥f (r1,j)(x1, 0)

∥∥
C(D)

≤ M,

j = 0, 1, . . . , r2 − 1,
∥∥f (i,r2)(0, x2)

∥∥
C(D)

≤M, i = 0, 1, . . . , r1 − 1.

Определение 2.8. ЧерезW r1,r2Hα1,α2(M,A,D), 0 < M, A <∞, обозначен класс функ-

ций f(x1, x2)∈W r1,r2(M,D), частные производные которых f (v1,v2)(x1, x2)=
∂v1+v2f(x1, x2)

∂xv11 ∂x
v2
2

(0 ≤ vi ≤ ri, i = 1, 2) удовлетворяют условию Гельдера Hα1,α2(A,D).

Определение 2.9. Через W̃ r(M ; [a, b]) обозначается класс периодических функций с
периодом (b− a), входящих в класс W r(M ; [a, b]).

Аналогичным образом определяется класс функций W̃ r1,r2Hα1,α2(M,A,D).
В работе используются следующие определения гиперсингулярных и бигиперсингу-

лярных интегралов.

Определение 2.10. Пусть f(t) ∈ W rHα(M ; [−1, 1]), r = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1. Гиперсин-
гулярный интеграл с особенностью (p+ 1)-го порядка, p ≤ r, определяется формулой
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1∫
−1

f(τ)

(τ − t)p+1
dτ =

1

p!

∂p

∂tp

1∫
−1

f(τ)

τ − t
dτ.

Определение 2.11. Пусть f(t1, t2) ∈ W r1r2Hαα(M ; [−1, 1]2), ri = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1,
pi ≤ ri, i = 1, 2. Бигиперсингулярный интеграл с особенностью (pi + 1)-го порядка по
переменной ti, i = 1, 2, определяется формулой

1∫
−1

1∫
−1

f(τ1, τ2) dτ1dτ2

(τ1 − t1)p1+1(τ2 − t2)p2+1
=

1

p1!p2!

∂p1+p2

∂tp11 ∂t
p2
2

1∫
−1

1∫
−1

f(τ1, τ2) dτ1dτ2

(τ1 − t1)(τ2 − t2)
.

Ниже используются следующие утверждения из теории приближения.

Теорема 2.1 [17]. Если при некотором действительном s алгебраический много-
член Pn(t) степени n удовлетворяет во всех точках t ∈ [−1, 1] неравенству

|Pn(t)| ≤M(ρn(t))s, ρn(t) =

√
1− t2
n

+
1

n2
, M = const,

то при произвольном фиксированном натуральном k его производная k-го порядка удо-
влетворяет неравенству

∣∣P (k)
n (t)

∣∣ ≤ A1M(ρn(t))s−k, где A1 — постоянная, которая за-
висит только от s и k.

Теорема 2.2 [18]. Пусть f(t) ∈W rHω(M ; [−1, 1]), t ∈ [−1, 1], r = 1, 2, . . . , ω(f, δ) — мо-
дуль непрерывности функции f . Тогда для любого r ∈ N найдется последовательность
полиномов Pn(t), n ≥ r − 1, такая что

|f(t)− Pn(t)| ≤ C(r)

(√
1− t2
n

+
1

n2

)r
ω

(
f (r),

√
1− t2
n

+
1

n2

)
.

Константа C(r) зависит только от r.

Теорема 2.3 [19]. Пусть f(t) ∈ C̃[0, 2π], Pn(t) — тригонометрический полином, удо-
влетворяющий неравенству |f(t) − Pn(t)| ≤ ηn. Тогда

∣∣f ′(t) − P ′n(t)
∣∣ ≤ Cnηn, где C —

постоянная, не зависящая от n.

Следующее утверждение является обобщением теоремы 2.3 на алгебраические поли-
номы.

Теорема 2.4. Пусть f(t) ∈ W r(M, [−1, 1]), r = 2, 3, . . . . Пусть для полинома Pn(t)

выполняется неравенство |f(t)− Pn(t)| ≤ C 1

nr
. Тогда

∣∣f ′(t)− P ′n(t)
∣∣ ≤ C 1

nr−1 .

Доказательство. Доказательство основано на методе, используемом в обратных тео-
ремах конструктивной теории функций [20]. Обозначим через Tn(t), n = 1, 2, . . . , поли-
ном наилучшего равномерного приближения функции f(t) алгебраическими полиномами
n-го порядка.

Рассмотрим ряд S(t) =
∑∞

k=0

(
T2k+1n(t)−T2kn(t)

)
+Tn(t)−Pn(t). Через Sm(t) обозна-

чим частную сумму

Sm(t) =

m∑
k=0

(
T2k+1n(t)− T2kn(t)

)
+ Tn(t)− Pn(t).
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Нетрудно видеть, что

∣∣T2k+1n(t)− T2kn(t)
∣∣ ≤ ∣∣T2k+1n(t)− f(t)

∣∣+
∣∣f(t)− T2kn(t)

∣∣ ≤ C (√1− t2
2kn

+
1

22kn2

)r
.

Следовательно, ряд S(t) сходится равномерно и f(t) = S(t) = limm→∞ Sm(t).

Рассмотрим ряд
∑∞

k=0

(
T2k+1n(t)−T2kn(t)

)′
+
(
Tn(t)−Pn(t)

)′
. Из теоремы 2.1 следует,

что
(
T2k+1n(t) − T2kn(t)

)′ ≤ C

(2kn)r−1 . Так как r ≥ 2, то ряд
∑∞

k=0

(
T2k+1n(t) − T2kn(t)

)′
+(

Tn(t) − Pn(t)
)′ равномерно сходится и S′(t) =

∑∞
k=0

(
T2k+1n(t) − T2kn(t)

)′
+
(
Tn(t) −

Pn(t)
)′

= f ′(t)− P ′n(t).

Нетрудно видеть, что max−1≤t≤1

∣∣f ′(t)− P ′n(t)
∣∣ ≤ C

nr−1 .

Замечание 2.1. Из доказательства теоремы следует, что если |f(t) − Pn(t)| ≤

C

(√
1− t2
2kn

+
1

22kn2

)r
, то

∣∣f ′(t)− P ′n(t)
∣∣ ≤ C (√1− t2

2kn
+

1

22kn2

)r−1

.

Распространим утверждения теорем 2.3 и 2.4 на многомерные случаи. При этом до-
статочно ограничиться двумерным случаем.

Теорема 2.5. Пусть f(t1, t2) ∈ W̃ r1,r2
(
M, [0, 2π]2

)
, Pn1,n2(t1, t2) — тригонометрический

полином, удовлетворяющий неравенству

∥∥f(t1, t2)− Pn1,n2(t1, t2)
∥∥
C̃([0,2π]2)

≤ C

(
1

nr11

+
1

nr22

)
.

Тогда ∥∥∥∥ ∂∂ti (f(t1, t2)− Pn1,n2(t1, t2)
)∥∥∥∥
C([0,2π]2)

≤ C

(
1

nr1−δ1i1

+
1

nr2−δ2i2

)
,

где δij — символ Кронекера.

Теорема 2.6. Пусть f(t1, t2) ∈ W r1,r2
(
M, [−1, 1]2

)
, Pn1,n2(t1, t2) — алгебраический по-

лином, удовлетворяющий неравенству

∣∣f(t1, t2)− Pn1,n2(t1, t2)
∣∣ ≤ C ( 1

nr11

+
1

nr22

)
.

Тогда ∣∣∣∣ ∂∂ti (f(t1, t2)− Pn1,n2(t1, t2)
)∣∣∣∣ ≤ C

(
1

nr1−δ1i1

+
1

nr2−δ2i2

)
,

где δij — символ Кронекера.

Доказательства теорем 2.5 и 2.6 аналогичны. Поэтому ограничимся доказательством
теоремы 2.6.

Доказательство. Доказательство теоремы 2.6 подобно доказательству теоремы 2.4.
Для определенности оценим модуль производной по переменной t1. Зафиксируем произ-
вольное t2, −1 ≤ t2 ≤ 1, и рассмотрим ряд
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S(t1, t2) =

∞∑
k=0

(
T2k+1n1,2k+1n2

(t1, t2)−T2kn1,2kn2
(t1, t2)

)
+Tn1,n2(t1, t2)−Pn1,n2(t1, t2), (2.1)

где T2kn1,2kn2
(t1, t2) — полином наилучшего равномерного приближения функции f(t1, t2)

2kn1-го порядка по переменной t1 и 2kn2-го порядка по переменной t2. Из условия тео-
ремы следует, что∣∣T2k+1n1,2k+1n2

(t1, t2)− T2kn1,2kn2
(t1, t2)

∣∣ ≤ C ( 1

(2kn1)r1
+

1

(2kn2)r2

)
. (2.2)

Применяя теорему 2.4, имеем при каждом фиксированном значении t2∣∣(T2k+1n1,2k+1n2
(t1, t2)− T2kn1,2kn2

(t1, , t2)
)′
t1

∣∣
≤ C

(
1

(2kn1)r1−1
+

n1

2k(r2−1)nr22

)
= C

(
1

(2kn1)r1−1
+

1

(2kn2)r2−1

)
, (2.3)

т. к. n1 и n2 — фиксированные числа и отношение n2/n1 учитывается константой C.
Из неравенств (2.2), (2.3) следует, что ряд (2.1) и продифференцированный ряд (2.1)

сходятся равномерно и, следовательно, f(t1, t2) = S(t1, t2). Остальное очевидно.

3. Приближенное вычисление
гиперсингулярных интегралов на замкнутых контурах

В этом пункте представим метод построения квадратурных формул вычисления ин-
тегралов вида

1

πi

∫
γ

x(τ)

(τ − t)p
dτ, t ∈ γ, p = 2, 3, . . . , (3.1)

где γ — единичная окружность с центром в начале координат. Пусть x ∈ W rHα(M ; γ).
Рассмотрим интеграл

Kx ≡ 1

πi

∫
γ

x(τ)

τ − t
dτ, t ∈ γ.

Аппроксимируем функцию x(t) = x(eis), s ∈ [0, 2π], интерполяционным полиномом

xn(t) =
2n∑
k=0

x(tk)ψk(s) =
2n∑
k=0

x(tk)
2

2n+1

(
1

2
+

1

2

n∑
l=1

eil(s−sk) +
1

2

n∑
l=1

e−il(s−sk)

)

=
2n∑
k=0

x(tk)
1

2n+1

(
1 +

n∑
l=1

tl

tlk
+

n∑
l=1

tlk
tl

)
, tk = eisk , sk =

2k
pi

2n+1

, k = 0, 1, . . . , 2n,

где ψk(s) =
1

2n+1

sin
2n+1

2
(s−sk)

sin
s−sk

2

=
2

2n+1

(
1

2
+ cos(s−sk) + cos 2(s−sk) + · · ·+ cosn(s−sk)

)
.

Подставляя xn(t) в интеграл Kx, имеем

Kx ≡ Kxn +Rn(x) =
2n∑
k=0

x(tk)
1

2n+ 1

(
1 +

n∑
l=1

tl

tlk
−

n∑
l=1

tlk
tl

)
+Rn(x). (3.2)

Погрешность квадратурной формулы (3.2) оценивается неравенством
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|Rn(x)| ≤ Cn−r−α lnn. (3.3)

Так как x — произвольная функция класса функций W rHα(M ; γ), то из (3.3) имеем
Rn
[
W rHα(M ; γ)

]
≤ Cn−r−α lnn.

Эта оценка следует из известной [19, 21] оценки погрешности вычисления сингуляр-
ных интегралов с ядром Гильберта квадратурными формулами интерполяционного типа
по узлам sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n. Таким образом, доказано следующее утвер-
ждение.

Теорема 3.1. Пусть f(t) ∈W rHα(M ; γ), r = 1, 2, . . . , 0< α ≤1. Квадратурная форму-
ла (3.2) имеет погрешность Rn

[
W rHα(M ; γ)

]
≤ Cn−r−α lnn.

Рассмотрим гиперсингулярный интеграл

Cx ≡ 1

πi

∫
γ

x(τ)

(τ − t)p
dτ, t ∈ γ, p = 2, 3, . . . .

Представим интеграл Cx в виде:

Cx =
1

(p− 1)!

dp−1

dtp−1

1

πi

∫
γ

x(τ) dτ

τ − t
.

Интеграл Cx будем вычислять по квадратурной формуле:

Cx =
1

(p− 1)!

dp−1

dtp−1

1

πi

∫
γ

xn(τ) dτ

τ − t
+Rn(x)

=
1

2n+ 1

dp−1

dtp−1

(
2n∑
k=0

x(tk)

(
1 +

n∑
l=1

tl

tlk
−

n∑
l=1

tlk
tl

))
+Rn(x). (3.4)

Оценим погрешность |Rn(x)|. Выше было показано, что∣∣∣∣∣∣ 1

πi

∫
γ

x(τ)

τ − t
dτ − 1

πi

∫
γ

xn(τ) dτ

τ − t

∣∣∣∣∣∣ ≤ Cn−r−α lnn.

Здесь f(t) =
1

πi

∫
γ

x(τ) dτ

τ − t — 2π-периодическая функция вещественной переменной s, t=eis,

fn(t) =
1

πi

∫
γ

xn(τ)

τ − t dτ — тригонометрический полином n-го порядка.
Из теоремы 2.3 следует, что

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣∣ 1

(p− 1)!

dp−1

dtp−1

 1

πi

∫
γ

x(τ) dτ

τ − t
− 1

πi

∫
γ

xn(τ) dτ

τ − t


∣∣∣∣∣∣ ≤ Cn−r−α+p−1 lnn.

Так как x ∈ W rHα(M ; γ), то Rn[W rHα(M ; γ)] ≤ Cn−r−α+p−1 lnn. Таким образом, дока-
зано следующее утверждение.

Теорема 3.2. На классе функций W rHα(M ; γ) квадратурная формула (3.4) имеет по-
грешность Rn

(
W rHα(M ; γ)

)
≤ Cn−r−α+p−1 lnn.
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Отметим, что оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисления интегра-
лов Cx имеют погрешность Rn

(
W rHα(M ; γ)

)
≤ Cn−r−α+p−1[15], где n — число функци-

оналов, используемых при построении квадратурной формулы.

Замечание 3.1. В настоящее время активно развиваются аналитические и численные
методы исследования сингулярных интегралов с осциллирующими ядрами [22, 23]. В
связи с этим представляет интерес распространение результатов, приведенных в дан-
ном пункте, на гиперсингулярные интегралы с осциллирующими ядрами. Очевидно их
распространение на интегралы вида

Γf ≡ 1

πi

∫
γ

f(τ)τm dτ

(τ − t)p
, p = 2, 3, . . . , m = 1, 2, . . . , (3.5)

Ξf ≡ 1

2π

2π∫
0

f(σ) cosmσ dσ

2 sin2 σ−s
2

, m = 1, 2, . . . . (3.6)

Следует отметить, что параметр m входит в оценки погрешности соответствующих
квадратурных формул в случае интеграла (3.5) в (p− 1)-ой степени, а в случае интегра-
ла (3.6) — в первой степени.

Для определенности остановимся на интеграле (3.6). Введем обозначение

Sf ≡ 1

2π

2π∫
0

f(σ) cosmσ ctg
σ − s

2
dσ. (3.7)

Нетрудно видеть, что d

ds
Sf = Ξf . Для вычисления интеграла Sf воспользуемся квад-

ратурной формулой:

Sf =
1

2π

2π∫
0

Pn[f(σ)] cosmσ ctg
σ − s

2
dσ +Rn[f ],

где Pn — оператор проектирования на множество тригонометрических интерполяцион-
ных полиномов по узлам sk =

2kπ

(2n+ 1)
, k = 0, 1, . . . , 2n.

Пусть f(s) ∈W r(M,γ), r ≥ 1. Можно показать, что Rn[f ] ≤ Cn−r lnn. Тогда погреш-
ность квадратурной формулы Ξf =

d

ds

1

2π

∫ 2π
0 Pn[f(σ)] cosmσ ctg

σ − s
2

dσ+R∗n[f ] оценива-

ется неравенством R∗n[f ] ≤ C (n+m) lnn

nr
.

Таким образом, предложенную квадратурную формулу естественно применять при
m ≤ n и r ≥ 2.

4. Приближенное вычисление
гиперсингулярных интегралов на интервале [−1, 1]

В этом пункте представим метод построения квадратурных формул вычисления ин-
тегралов вида
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1∫
−1

ω(τ)ϕ(τ)

(τ − t)p
dτ, p = 2, 3, . . . , (4.1)

с весовыми функциями ω(t), основанный на квадратурных формулах вычисления син-
гулярных интегралов.

Предварительно приведем, следуя [24], интерполяционную формулу по узлам орто-
нормированных с весом p(x) многочленов Pn(x) степени n. Воспользуемся формулой
Кристоффеля–Дарбу [25]:

n∑
k=0

Pk(x)Pk(t) = λn
Pn+1(x)Pn(t)− Pn(x)Pn+1(t)

x− t
,

где λn = an/an+1, an — коэффициент при старшей степени полинома Pn(x).
Обозначим через µk, k = 0, 1, . . . , n, узлы полинома Pn+1(x). Можно показать, что

многочлен ψk(t) =
1

γk

∑n
i=0 Pi(µk)Pi(t), где γk =

∑n
l=0 P

2
l (µk), является фундаменталь-

ным для узла µk. Следовательно, выражение

Ln(f) =
n∑
k=0

1

γk

n∑
i=0

Pi(µk)Pi(t)f(µk)

осуществляет интерполяцию функции f(x) по узлам µk, k = 0, 1, . . . , n.
Пусть f(t) ∈ C([−1, 1]). Справедлива оценка погрешности

∥∥f(x) − Ln(f)
∥∥
C([−1,1])

≤
(1 + λn+1)En(f) [24], где λn+1 — константа Лебега по узлам µk, k = 0, 1, . . . , n,
En(f) — наилучшее равномерное приближение функции f(x) полиномами n-го порядка.

Рассмотрим интеграл

1∫
−1

ω(τ)f(τ)

τ − t
dτ, −1 < t < 1, p = 2, 3, . . . , (4.2)

где f(t) ∈ W rHα(M ; [−1, 1]), r ≥ p − 1, 0 < α < 1. Положим ω(t) =
√

1− t2. В качестве
интерполяционного полинома возьмем fn(t) = Ln(f) =

∑n
k=0

1

γk

∑n
i=0 Ui(µk)Ui(t)f(µk),

где Un(t) — ортонормированный полином Чебышева второго рода, µk (k = 0, 1, . . . , n) —
узлы полинома Un+1(t), γk =

∑n
l=0 U

2
l (µk), k = 0, 1, . . . , n.

Известна формула [26]:

1

π

1∫
−1

√
1− τ2Un(τ)

τ − t
dτ = −Tn+1(t), n = 0, 1, . . . . (4.3)

Здесь Tn(t) — ортонормированный полином Чебышева первого рода.
Воспользовавшись формулой (4.3), приходим к квадратурной формуле

1∫
−1

√
1− τ2fn(τ)

τ − t
dτ = −π

n∑
k=0

1

γk

n∑
l=0

Ul(µk)Tl+1(t)f(µk) +Rn(f). (4.4)
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Оценим погрешность формулы (4.4). Введем обозначение ψn(t) = f(t) − Ln(f). Оче-
видно,

|Rn(f)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

√
1− τ2ψn(τ)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

√
1− τ2|ψn(τ)− ψn(t)|

|τ − t|
dτ

∣∣∣∣∣∣+ |ψn(t)|

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

√
1− τ2

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣ = I1 + I2.

Так как f(t) ∈ W rHα(M ; [−1, 1]) и константа Лебега по узлам полиномов Чебышева
второго рода оценивается неравенством λn ≤ Cn [27, с. 344], то |ψn(t)| ≤ Cn−r−α+1 и
I2 ≤ Cn−r−α+1.

Оценим I1:

I1 =

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

√
1− τ2 |ψn(τ)− ψn(t)|1−ε|ψn(τ)− ψn(t)|εsgn

(
ψn(τ)− ψn(t)

)
τ − t

dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

√
1− τ2 |ψn(τ)− ψn(t)|1−ε

∣∣ψ′n(t+ θ(τ − t)
)∣∣ε

|τ − t|1−ε
dτ

∣∣∣∣∣∣ ,
где ε — достаточно малое положительное число, величина которого будет уточнена ниже,
0 < θ < 1.

Из теоремы 2.5 следует, что
∣∣ψ′n(t + σ(τ − t)

)∣∣ε ≤ C(n−r+2−α)ε,
∣∣ψn(τ) − ψn(t)

∣∣1−ε ≤
C
(
|ψn(τ)|1−ε + |ψn(t)|1−ε

)
≤ C(n−r−α+1)1−ε.

Продолжая оценку I1, имеем I1 ≤ Cn−r−α+1nε
1

ε
. Полагая ε =

1

lnn
, приходим к оценке

I1 ≤ Cn−r−α+1 lnn.
Собирая оценки I1 и I2, имеем |Rn(f)| ≤ Cn−r−α+1 lnn.
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.1. На классе функций Ψ = W rHα(M ; [−1, 1]) квадратурная формула (4.4)
имеет погрешность Rn[Ψ] ≤ Cn−r−α+1 lnn.

Замечание 4.1. Можно построить более точную квадратурную формулу за счет неко-
торого ее усложнения.

Рассмотрим квадратурную формулу
1∫
−1

√
1− τ2f(τ)

τ − t
dτ =

1∫
−1

√
1− τ2(Ln(f))(τ)

τ − t
dτ +Rn(f), −1 ≤ t ≤ 1, (4.5)

где Ln(f) — полином, интерполирующий функцию f по n узлам полинома Чебыше-
ва первого рода. Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве предыдущей
теоремы, можно показать, что Rn[W rHα(M ; [−1, 1])] ≤ Cn−r−α ln2 n.

Замечание 4.2. Оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисления инте-
гралов вида (4.2) имеют погрешность Rn[Ψ] � Cn−r−α lnn, где n — число функционалов,
используемых при их построении. В этих формулах аппроксимация функции f осуществ-
ляется локальными сплайнами.
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Построим квадратурную формулу вычисления интеграла

f̃(t) =

1∫
−1

f(τ)√
1− τ2(τ − t)

dτ. (4.6)

В работе [28] для вычисления интеграла (4.6) при f ∈ Hα, 0 < α ≤ 1, построена
последовательность квадратурных формул, сходящаяся к f̃(t) при −1 < t < 1 и для
любого ε > 0 равномерно сходящаяся на отрезке [−1 + ε, 1− ε].

Ниже строится последовательность квадратурных формул, сходящихся к f(t) ∈
W rHα(M ; [−1, 1]), r = 1, 2, . . . , 0 ≤ α ≤ 1 при t ∈ [−1, 1]. Так как при t = ±1 к инте-
гралу (4.6) не применимо формальное определение сингулярного интеграла, то в данном
случае под f(±1) понимается предел f(±1) = limt→±1 f(t).

Рассмотрим интеграл (4.6). Функцию f(t) аппроксимируем интерполяционным поли-
номом

fn(t) = Lnf =

n∑
k=0

1

γk

n∑
i=0

Ti(µk)Ti(t)f(µk), (4.7)

где µk, k = 0, 1, . . . , n, — узлы полинома Tn+1(t), γk =
∑n

l=0 T
2
l (µk), k = 0, 1, . . . , n.

Известна формула [26]:

1

π

1∫
−1

Tn(τ)dτ√
1− τ2(τ − t)

=

{
Un−1(t), n = 1, 2, . . . ,
0, n = 0.

(4.8)

Подставив fn(t) в (4.6) и воспользовавшись формулой (4.8), получаем квадратурную
формулу

1∫
−1

f(τ) dτ√
1− τ2(τ − t)

=

n∑
k=0

1

γk

n∑
i=1

Ti(µk)Ui−1(t)f(µk) +Rn(f). (4.9)

Оценим погрешность формулы (4.9). Пусть Ψn(t) = f(t)− fn(t). Тогда

|Rn(f)| ≤

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

Ψn(τ)−Ψn(t)√
1− τ2(τ − t)

dτ

∣∣∣∣∣∣+ |Ψn(t)| 1

π

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

dτ√
1− τ2(τ − t)

∣∣∣∣∣∣
=

1

π

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

Ψn(τ)−Ψn(t)√
1− τ2(τ − t)

dτ

∣∣∣∣∣∣
=

1

π

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

|Ψn(τ)−Ψn(t)|1/2−ε|Ψn(τ)−Ψn(t)|1/2+εsgn
(
Ψn(τ)−Ψn(t)

)
√

1− τ2(τ − t)
dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ C max

−1≤t≤1
|Ψn(t)|1/2−ε

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

∣∣Ψ′n(t+ θ(τ − t)
)∣∣1/2+ε

dτ
√

1− τ2 |τ − t|1/2−ε

∣∣∣∣∣∣
≤ C(n−r−α lnn)n1/2+ε

1∫
−1

dτ√
1− τ2 |τ − t|1/2−ε

.
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Оценим последний интеграл.
Пусть t = −1. Тогда

1∫
−1

dτ√
1− τ2 |τ − t|1/2−ε

=

1∫
−1

dτ

|τ + 1|1/2−ε
√

1− τ2
≤ C

ε
.

Пусть t ∈ (−1, 1). Тогда

1∫
−1

dτ√
1− τ2 |τ − t|1/2−ε

=

3∑
i=1

∫
∆i

dτ√
1− τ2 |τ − t|1/2−ε

=

3∑
i=1

Ji,

где ∆1 = [−1, a], ∆2 = [a, b], ∆3 = [b, 1], a = −1 +
t+ 1

2
, b =

t+ 1

2
.

Для определенности положим t ∈ (−1, 0).
Очевидно,

J1 ≤
(

2

t+ 1

)1/2−ε ∫
∆1

dτ√
1− τ2

≤ 2

(
2

t+ 1

)1/2−ε
(1 + a)1/2 ≤ 2

(
t+ 1

2

)ε
;

J2 ≤
(

2

t+ 1

)1/2 ∫
∆2

dτ

|τ − t|1/2−ε

≤
(

2

t+ 1

)1/2
 t∫
a

dτ

(t− τ)1/2−ε +

b∫
t

dτ

(τ − t)1/2−ε

 ≤ 2

(
t+ 1

2

)ε
;

J3 ≤
1∫
b

dτ

|τ − t|1−ε
≤ 2

ε
.

Собирая полученные оценки и полагая ε =
1

lnn
, имеем

Rn(f) ≤ Cn−r−α+1/2 ln2 n. (4.10)

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть f ∈W rHα(M ; [−1, 1]), r = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1. Тогда квадратурные
формулы (4.9) сходятся равномерно при −1 ≤ t ≤ 1 к интегралу (4.6) с точностью
Rn[W rHα(M ; [−1, 1])] ≤ Cn−r−α+1/2 ln2 n.

Замечание 4.3. При построении квадратур вычисления интегралов вида

1

π

1∫
−1

(
1 + τ

1− τ

)±1/2 f(τ)

τ − t
dτ,

последние преобразуются в интегралы

1∫
−1

(1± τ)f(τ) dτ√
1− τ2 (τ − t)

.
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Рассмотрим интеграл

Jf ≡
1∫
−1

f(τ) dτ

(1− τ)γ1(1 + τ)γ2(τ − t)
, 0 < γ1, γ2 < 1. (4.11)

Пусть f(t) ∈ W rHα(M ; [−1, 1]), r = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1. Обозначим через fn(t) интер-
поляционный полином Ln(f) =

∑n
k=0

1

γk

∑n
i=0 Ti(µk)Ti(t)f(µk), где µk — нули полино-

ма Tn+1(t). Интеграл Jf будем вычислять по квадратурной формуле:

Jf =

1∫
−1

fn(τ) dτ

(1− τ)γ1(1 + τ)γ2(τ − t)
+Rn(f). (4.12)

Оценим погрешность квадратурной формулы (4.12). Пусть γ = max(γ1, γ2), ψn(t) =
f(t)− fn(t). Нетрудно видеть, что

|Rn(f)(t)| ≤

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

(ψn(τ)− ψn(t)) dτ

(1− τ)γ1(1 + τ)γ2(τ − t)

∣∣∣∣∣∣+ |ψn(t)|

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

dτ

(1− τ)γ1(1 + τ)γ2(τ − t)

∣∣∣∣∣∣
≤ Cn−r−α+1 lnn

∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

dτ

(1− τ)γ1(1 + τ)γ2

∣∣∣∣∣∣+ Cs(t, γ1, γ2)n−r−α lnn,

где s(t, γ1, γ2) =
∣∣∣∫ 1
−1

dτ

(1− τ)γ1(1 + τ)γ2(τ − t)

∣∣∣ . Таким образом,

|Rn(f)(t)| ≤ Cs(t, γ1, γ2)n−r−α lnn+ Cn−r−α+1 lnn. (4.13)

Из оценки (4.13) следует, что последовательность квадратурных формул (4.12) схо-
дится к интегралу (4.11) при всех t ∈ (−1, 1), но сходимость неравномерная. Равномерная
сходимость имеет место при t ∈ [−1 + δ, 1− δ], где δ — как угодно малое положительное
число.

Построенные выше квадратурные формулы вычисления сингулярных интегралов
позволяют построить эффективные методы вычисления гиперсингулярных интегралов.
Проиллюстрируем это на примере гиперсингулярного интеграла

Hf ≡ 1

π

1∫
−1

f(τ) dτ√
1− τ2(τ − t)p

, p = 2, 3, . . . .

Аппроксимируем функцию f(t) интерполяционным полиномом fn(t), определенным
формулой (4.7). Тогда квадратурная формула вычисления интеграла Hf имеет вид:

Hf =
1

π

1∫
−1

fn(τ) dτ√
1− τ2(τ − t)p

+Rn(f) =
1

(p− 1)!

dp−1

dtp−1

 1

π

1∫
−1

fn(τ) dτ√
1− τ2(τ − t)

+Rn(f)

=
1

(p− 1)!

dp−1

dtp−1

[
n∑
k=0

1

γk

n∑
i=1

Ti(µk)Ui−1(t)f(µk)

]
+Rn(f)
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=
1

(p− 1)!

n∑
k=0

1

γk

n∑
i=1

Ti(µk)

[
dp−1

dtp−1
Ui−1(t)

]
f(µk) +Rn(f). (4.14)

Оценка |Rn(f)| ≤ Cn−r−α+p−1/2 ln2 n следует из неравенства (4.10) и теоремы 2.4.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 4.3. Пусть f(t) ∈ W rHα(M ; [−1, 1]), r ≥ p, 0 < α ≤ 1. Последовательность
квадратурных формул (4.14) равномерно сходится к интегралу Hf с погрешностью
Rn[W rHα(M ; [−1, 1])] ≤ Cn−r−α+p−1/2 ln2 n.

Замечание 4.4. При использовании описанного выше метода оценки погрешности
квадратурных формул для интеграла (4.11) необходимо убедиться, что интеграл

1∫
−1

fn(τ) dτ

(1− τ)γ1(1− τ)γ2(τ − t)

является полиномом. Это условие выполняется, по крайней мере, при γi = ±1/2.

5. Приближенное вычисление
бигиперсингулярных интегралов

Рассмотрим бисингулярный интеграл

Gf ≡ 1

π2

1∫
−1

1∫
−1

f(τ1, τ2) dτ1 dτ2√
1− τ2

1

√
1− τ2

2 (τ1 − t1)(τ2 − t2)
, (5.1)

где f(t1, t2) ∈ W r,rHα,α, r ≥ p, 0 < α ≤ 1. Бисингулярные интегралы с другими весами
рассматриваются аналогично.

В этом пункте используются обозначения, введенные в предыдущем пункте. Функцию
f(t1, t2) аппроксимируем полиномом

fnn(t1, t2) = Lnn(f) =
n∑

k1=0

n∑
k2=0

1

γk1

1

γk2

n∑
i1=0

n∑
i2=0

Ti1(µk1)Ti1(t1)Ti2(µk2)Ti2(t2)f(µk1 , µk2).

Подставляя fnn(t) в интеграл (5.1), приходим к кубатурной формуле

Gf ≡ 1

π2

1∫
−1

1∫
−1

fnn(τ1, τ2) dτ1 dτ2√
1− τ2

1

√
1− τ2

2 (τ1 − t1)(τ2 − t2)
+Rnn(f)

=
n∑

k1=0

n∑
k2=0

1

γk1

1

γk2

n∑
i1=1

n∑
i2=1

Ti1(µk1)Ui1−1(t1)Ti2(µk2)Ui2−1(t2) +Rnn(f)(t1, t2). (5.2)

Оценим погрешность формулы (5.2). Очевидно,

|Rnn(f)(t1, t2)|=

∣∣∣∣∣∣ 1

π2

1∫
−1

1∫
−1

rnn(τ1, τ2)−rnn(t1, τ2)−rnn(τ1, t2)+rnn(t1, t2)√
1− τ2

2

√
1− τ2

2 (τ1 − t1) (τ2 − t2)
dτ1 dτ2

∣∣∣∣∣∣ , (5.3)

где rnn(t1, t2) = f(t1, t2)− fnn(t1, t2).
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Оценим разность

|Ψnn(t1, t2)| =
∣∣rnn(τ1, τ2)− rnn(t1, τ2)− rnn(τ1, t2) + rnn(t1, t2)

∣∣
=
∣∣(rnn(τ1, τ2)− rnn(t1, τ2)

)
−
(
rnn(τ1, t2)− rnn(t1, t2)

)∣∣
≤
(∣∣∣∣∂rnn∂t1

(
t1 + θ1(τ1 − t1), τ2

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂rnn∂t1

(
t1 + θ2(τ1 − t1), t2

)∣∣∣∣) |τ1 − t1|

≤ 2M |τ1 − t1|.

Группируя иначе, имеем |Ψn(t1, t2)|=
∣∣(rnn(τ1, τ2)−rnn(τ1, t2)

)
−
(
rnn(t1, τ2)−rnn(t1, t2)

)∣∣≤
2M |τ2−t2|. Следовательно, |Ψnn(t1, t2)| ≤ 2M |τ1−t1|1/2|τ2−t2|1/2. Из теоремы 2.6 следует,
чтоM ≤ Cn−r−α+1 lnn. Таким образом, |Ψnn(t1, t2)| ≤ Cn−r−α+1|τ1−t1|1/2|τ2−t2|1/2 lnn.
Из этой оценки и равенства (5.3) следует, что погрешность кубатурной формулы (5.2)
оценивается неравенством

∣∣Rnn(f(t1, t2)
)∣∣ ≤ Cn−r−α+1 ln2 n s(t1, t2), где s(t1, t2) =∫ 1

−1

∫ 1
−1

dτ1dτ2√
1− τ21

√
1− τ22 |τ1 − t1|1/2|τ2 − t2|1/2

. Из этого неравенства следует, что последова-

тельность кубатурных формул (5.2) сходится к интегралу (5.1) при (t1, t2) ∈ (−1, 1)2 и
равномерно сходится в области [−1 + δ, 1− δ;−1 + δ, 1− δ], где δ > 0 — как угодно малое
число.

Погрешность |Rnn(f(t1, t2))| кубатурной формулы (5.2) в области [−1+δ, 1−δ]2, δ > 0,
оценивается неравенством

|(Rnn)(f)(t1, t2)| ≤ A(δ)n−r−α+1 ln2 n, (5.4)

где A(δ) — константа, зависящая от δ.
Кубатурная формула (5.2) используется для построения кубатурных формул вычис-

ления бигиперсингулярных интегралов.
Рассмотрим бигиперсингулярный интеграл

Gf ≡ 1

π2

1∫
−1

1∫
−1

f(τ1, τ2) dτ1 dτ2√
1− τ2

1

√
1− τ2

2 (τ1 − t1)p1(τ2 − t2)p2
, (5.5)

где f(t1, t2) ∈ W r,rHα,α, r ≥ p, p = max(p1, p2), 0 < α ≤ 1. Бигиперсингулярный инте-
грал (5.5) будем вычислять по кубатурной формуле

Hf =
1

π2

1∫
−1

1∫
−1

fnn(τ1, τ2) dτ1 dτ2√
1− τ2

1

√
1− τ2

2 (τ1 − t1)p1(τ2 − t2)p2
+Rnn(f)

=
1

π2

1

(p1−1)!(p2−1)!

∂p1−1

∂tp1−1
1

∂p2−1

∂tp2−1
2

1∫
−1

1∫
−1

fnn(τ1, τ2) dτ1 dτ2√
1−τ2

1

√
1−τ2

2 (τ1−t1)(τ2−t2)
+Rnn(f)

=
1

π2

1

(p1−1)!(p2−1)!

∂p1−1

∂tp1−1
1

∂p2−1

∂tp2−1
2

n∑
k1=0

n∑
k2=0

1

γk1

1

γk2
×

n∑
i1=0

n∑
i2=0

Ti1(µk1)Ui1−1(t1)Ti2(µk2)Ui2−1(t2) +Rnn(f). (5.6)
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Из оценки (5.4) и теоремы 2.6 следует, что при (t1, t2) ∈ [−1 + δ, 1− δ]2

|Rnn(f)| ≤ A(δ)n−r−α+p1+p2−2 ln2 n.

Так как f — произвольная функция множества W r1,r2Hα,α(M ; [−1, 1]2), то справедливо
следующее утверждение.

Теорема 5.1. Пусть Ψ = W r1,r2Hα,α(M ; [−1, 1]2), ri ≥ pi − 1, i = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1.
Тогда кубатурная формула (5.6) в области [−1+δ, 1−δ]2 имеет погрешность Rnn(Ψ) ≤
A(δ)n−r−α+p1+p2−2 ln2 n, r = min(r1, r2).

Выводы

Статья посвящена приближенным методам вычисления сингулярных и гиперсингу-
лярных интегралов. Следует отметить два основных результата, представленных в ра-
боте. Во-первых, методами конструктивной теории функций установлена связь между
погрешностями ряда квадратурных формул для сингулярных и гиперсингулярных ин-
тегралов. Этот подход к оценкам погрешности распространен на кубатурные формулы
для полисингулярных и полигиперсингулярных интегралов. Во-вторых, предложен ме-
тод оценки погрешности квадратурных формул вычисления сингулярных интегралов на
классах дифференцируемых функций. Этот метод может быть использован при постро-
ении квадратурных формул для вычисления других типов особых интегралов.
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