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С учетом эффектов Соре и Дюфура исследуется двумерное магнитогидродинамическое
течение в пограничном слое жидкости Эйринга — Пауэлла на растягивающейся по-
верхности при наличии теплового излучения и джоулева нагрева. Система уравнений в
частных производных сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений,
решения которой получены в виде рядов. Получены распределения скорости, темпера-
туры и концентрации, вычислены коэффициент поверхностного трения, местные числа
Нуссельта и Шервуда.
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Введение. Исследование течений неньютоновских жидкостей вызывает большой ин-
терес в течение последних десятилетий. Это обусловлено тем, что неньютоновские жид-
кости используются в научных и технологических приложениях чаще, чем ньютоновские
жидкости. Также интерес к задачам неньютоновской гидрогазодинамики обусловлен тем,
что наличие дополнительных реологических параметров в определяющих соотношениях

для таких жидкостей приводит к появлению дополнительных нелинейных членов более

высокого порядка в управляющем уравнении. Кроме того, в силу разнообразия характе-
ристик неньютоновские жидкости не могут быть описаны с помощью одного конститу-
тивного уравнения, как в случае ньютоновских жидкостей, что приводит к необходимости
создания различных моделей неньютоновских жидкостей [1–10].

В технике (атомные электростанции, газовые турбины, двигатели самолетов, ракет,
спутников и космических кораблей) многие процессы происходят при высокой температуре
и тепловом излучении, при этом используются в основном неньютоновские жидкости. По-
этому при конструировании оборудования необходимо учитывать теплоперенос. Джоулев
(омический, или резистивный) нагрев является процессом, когда тепло вырабатывается
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электрическим током в проводнике. Это явление используется в быту (электрические ко-
феварки, утюги, при приготовлении пищи), а также при транспортировке электроэнергии,
когда для минимизации потерь необходимо учитывать напряжение.

В работах [11, 12] изучалось влияние омического нагрева на течение в пограничном
слое жидкостей Максвелла и Олдройда-Б соответственно. Аналитические приближенные
решения для задач теплопереноса микрополярной жидкости в пористой среде при нали-
чии излучения приведены в [13]. В [14] исследовалось воздействие теплового излучения на
магнитогидродинамическое течение жидкости с переменной вязкостью. Авторы [15] чис-
ленно исследовали течение жидкости Эйринга— Пауэлла. В [16] анализировалось течение
жидкости Эйринга — Пауэлла при наличии конвективного граничного условия.

Указанные исследования жидкости Эйринга — Пауэлла выполнялись без учета эф-
фектов Соре и Дюфура, так как эти эффекты полагались несущественными по сравнению
с эффектами, описываемыми законами Фурье и Фика. Однако такие эффекты имеют боль-
шое значение в случае реальных жидкостей. Например, эффект термодиффузии исполь-
зуется для разделения изотопов и в смесях газов с малой (H2–He) и средней (N2, воздух)
молекулярной массой.

Целью настоящей работы является исследование магнитогидродинамического течения

жидкости Эйринга — Пауэлла на растягивающейся поверхности с учетом эффектов Соре

и Дюфура. С использованием аналитического метода гомотопического анализа (МГА) изу-
чается течение в пограничном слое жидкости Эйринга — Пауэлла при наличии теплового

излучения и омического нагрева [17–25].
Постановка задачи. С учетом эффектов Соре и Дюфура исследуется двумерное

течение несжимаемой жидкости Эйринга — Пауэлла на растягивающейся поверхности.
Оси x, y направлены вдоль и перпендикулярно поверхности соответственно. Магнитное
поле B0 постоянной интенсивности действует в направлении оси y (по нормали к потоку).
В силу предположения о малости магнитного числа Рейнольдса влиянием индуцирован-
ного магнитного поля пренебрегается. Поверхность линейно растягивается в направлении
оси x. Компоненты скорости u, v параллельны осям x и y соответственно. Законы сохра-
нения импульса, энергии и концентрации представим в виде

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0; (1)

u
∂u

dx
+ v

∂u

dy
=

(
ν +

1

ρβ1C1

) ∂2u

∂y2
− 1

2ρβ1C3
1

(∂u

∂y

)2∂2u

∂y2
− σB2

0

ρ
u; (2)

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= αm

∂2T

∂y2
+

DkT

CsCp

∂2C

∂y2
− 1

ρCp

∂qr

∂y
+

σB2
0

ρCp
u2; (3)

u
∂C

∂x
+ v

∂C

∂y
= D

∂2C

∂y2
+

DkT

Tm

∂2T

∂y2
−K1C. (4)

Здесь ρ — плотность жидкости; ν — кинематическая вязкость; D — коэффициент диффу-
зии массы; β1, C1 — физические параметры жидкости; σ — электропроводность жидкости;
Cp — удельная теплоемкость при постоянном давлении; αm — температуропроводность

жидкости; K1 — скорость реакции; C — концентрация примеси; kT — коэффициент тер-
модиффузии; Cs — коэффициент восприимчивости концентрации; Tm — средняя темпера-
тура жидкости; qr — лучистый тепловой поток:

qr = −4σ∗T 4

3k∗
∂T 4

∂y
,

σ∗ — постоянная Стефана — Больцмана; k∗ — средний коэффициент поглощения.
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Представим T 4 через ряд Тейлора в окрестности значения T∞:

T 4 = 4T 3
∞T − 3T 4

∞.

Тогда уравнение (3) принимает вид
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Граничные условия имеют вид

y = 0: u = uw(x) = ax, v = 0, T = Tw(x) = T∞ + bx, C = Cw(x) = C∞ + cx,

y →∞: u = 0, T = T∞, C = C∞,
(6)

где a — скорость растяжения; индексы w, ∞ соответствуют условиям на стенке и в сво-
бодном потоке. С использованием преобразований
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уравнение (1) удовлетворяется тождественно, уравнения (2), (4)–(6) принимают вид

(1 + ε)f ′′′ + ff ′′ − f ′2 − εδf ′′2f ′′′ −Mf ′ = 0; (7)

(1 + 4Rd/3)θ′′ + Pr (fθ′ − f ′θ) + Pr Dfϕ′′ + M2 Pr Ec f ′2 = 0; (8)

ϕ′′ + Sc (fϕ′ − f ′ϕ) + Sr Sc θ′′ − Sc γϕ = 0; (9)

η = 0: f = 0, f ′ = 1, θ = 1, ϕ = 1,

η →∞: f ′ = 0, θ = 1, ϕ = 0,
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где ε, δ — материальные параметры жидкости; M — число Гартмана; Rd — параметр

излучения; γ — параметр химической реакции; Sc — число Шмидта; Pr — число Пранд-
тля; Ec — число Эккерта; Sr — число Соре; Df — число Дюфура. Поверхностное трение,
локальное число Нуссельта Nux и локальное число Шервуда находятся из соотношений
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Здесь qw, jw — потоки тепла и массы соответственно:
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k — теплопроводность. Запишем уравнение (10) в безразмерном виде

Cf/ Re
−1/2
x = (1 + ε)f ′′(0)− (ε/3)δf ′′3(0),

Re
−1/2
x Nux = −(1 + 4Rd/3)θ′(0), Re

−1/2
x Sh = −ϕ′(0),

где Rex = ax2/ν — локальное число Рейнольдса.
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Решения в виде рядов. Для получения решения с помощью МГА определим линей-
ные операторы:

f0(η) = 1− e−η, θ0(η) = e−η, ϕ0(η) = e−η .

Вспомогательные линейные операторы для функций f , θ, ϕ имеют вид

Lf =
d3f

dη3
− df

dη
, Lθ =

d2θ

dη2
− θ, Lϕ =

d2ϕ

dη2
− ϕ

и обладают следующими свойствами:

Lf [C1 + C2 eη + C3 e−η] = 0, Lθ[C4 eη + C5 e−η] = 0, Lϕ[C6 eη + C7 e−η] = 0

(ci (i = 1, . . . , 7) — произвольные постоянные).
Задача деформации нулевого порядка. Задача деформации нулевого порядка

формулируется в виде

(1− p)Lf [f̄(η, p)− f0(η)] = phfNf [f̄(η, p), ϕ̄(η, p), θ̄(η, p)],

(1− p)Lθ[θ̄(η, p)− θ0(η)] = phθNθ[f̄(η, p), ϕ̄(η, p), θ̄(η, p)],

(1− p)Lϕ[ϕ̄(η, p)− ϕ0(η)] = phϕNϕ[f̄(η, p), ϕ̄(η, p), θ̄(η, p)],

где нелинейные операторы Nf , Nθ, Nϕ в уравнениях (7)–(9) имеют вид

Nf = (1 + ε)f̄ ′′′(η, p)−Mf̄ ′(η, p)− f̄ ′2(η, p) + f̄ f̄ ′′(η, p)− εδf̄ ′′2f̄ ′′′(η, p),

Nθ = (1 + 4Rd/3)θ̄′′(η, p) + Pr (f̄(η, p)θ̄′(η, p)− f̄ ′(η, p)θ̄(η, p) + Df ϕ̄′′(η, p) + M2 Ec f̄ ′2(η, p)),

Nϕ = ϕ̄′′(η, p) + Sc (f̄(η, p)ϕ̄′(η, p)− γϕ̄(η, p)− f̄ ′(η, p)ϕ̄(η, p) + Sr θ̄′′(η, p)).

Задача деформации m-го порядка. Задача деформации m-го порядка формулиру-
ется в виде

L[fm(η)− χmfm−1(η)] = hfRf,m(η); (11)

L[θm(η)− χmθm−1(η)] = hθRθ,m(η); (12)

L[ϕm(η)− χmϕm−1(η)] = hϕRϕ,m(η), (13)

fm(0) = f ′m(0) = f ′m(∞) = 0, ϕm(0) = ϕm(∞) = θm(0) = θm(∞) = 0,

χm =

{
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1, m > 1,
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Rϕ,m(η) = ϕ′′m−1 + Sc
m−1∑
k=0

(fm−1−kϕ
′
k − f ′m−1−kϕk)− Sc γϕm−1 + Sc Sr θ′′m−1.

Здесь вспомогательные параметры hf , hθ, hϕ не равны нулю; p ∈ [0, 1] — параметр вло-
жения. При p = 0, p = 1 имеем

f̄(η, 0) = f0(η), f̄(η, 1) = f(η),

θ̄(η, 0) = θ0(η), θ̄(η, 1) = θ(η),

ϕ̄(η, 0) = ϕ0(η), ϕ̄(η, 1) = ϕ(η),



108 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2016. Т. 57, N-◦ 6

где f0(η), θ0(η), ϕ0(η) — начальные значения; f(η), θ(η), ϕ(η) — решения задачи. Пред-
ставим разложения в виде рядов Тейлора

f̄(η, p) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η)pm, fm(η) =
1

m!

∂mf̄(η, p)

∂pm

∣∣∣
p=0

; (14)
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1

m!
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ϕ̄(η, p) = ϕ0(η) +
∞∑

m=1
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1

m!
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∣∣∣
p=0

. (16)

Сходимость уравнений (14)–(16) существенно зависит от вспомогательных параметров hf ,
hθ, hϕ. Выберем значения hf , hθ, hϕ таким образом, чтобы уравнения (14)–(16) сходились
при p = 1. Получаем

f(η) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η), θ(η) = θ0(η) +
∞∑

m=1

θm(η), ϕ(η) = ϕ0(η) +
∞∑

m=1

ϕm(η).

Уравнения (11)–(13) решены аналитически с помощью МГА-кода, написанного в вычис-
лительном пакете Mathematica для деформаций порядка m = 1, 2, 3, . . .. Общие решения
имеют вид

fm(η) = f∗m(η) + C1 + C2 eη + C3 e−η, θm(η) = θ∗m(η) + C4 eη + C5 e−η,

ϕm(η) = ϕ∗m(η) + C6 eη + C7 e−η,

где f∗m(η), θ∗m(η), ϕ∗m(η) — частные решения; произвольные постоянные имеют следующие
значения:

C2 = C4 = C6 = 0, C3 =
(∂mf∗m(η)

∂η

)∣∣∣
η=0

, C1 = −C3 − f∗m(0),

C5 = −θ∗m(η)
∣∣
η=0

, C7 = −ϕ∗m(η)
∣∣
η=0

.

Сходимость рядов решений. Зависимости решений задачи от вспомогательных
параметров представлены на рис. 1. Видно, что вспомогательные параметры hf , hθ, hϕ

имеют следующие интервалы сходимости: −1,50 6 hf 6 −0,25, −1,5 6 hθ 6 −1,0, −1,4 6
hϕ 6 −0,6. В табл. 1 показана сходимость решений, полученных с помощью МГА, для
−f ′′(0), −θ′(0) и −ϕ′(0) в приближениях различного порядка. Из табл. 1 следует, что
для полей скорости и температуры достаточно 15-го порядка приближения, для полей
концентрации требуется 20-й порядок приближения.

Результаты исследования и их обсуждение. Рассмотрим влияние различных

параметров вложения на скорость, температуру и концентрацию.
На рис. 2–4 показано поведение жидкости при изменении физических параметров δ, ε

и числа Гартмана M . На рис. 2 видно, что скорость и толщина пограничного слоя явля-
ются возрастающими функциями M . Аналогичное влияние на поле скорости f ′ оказывает
изменение δ (см. рис. 3). При увеличении параметра жидкости ε скорость и толщина по-
граничного слоя увеличиваются (см. рис. 4).

На рис. 5–7 показано влияние параметра излучения Rd, числа Прандтля Pr и чис-
ла Дюфура Df на температуру. Видно, что при больших значениях параметра излуче-
ния температура и толщина теплового пограничного слоя увеличиваются, а при больших
значениях числа Прандтля Pr уменьшаются (см. рис. 6). Увеличение числа Дюфура Df

приводит к увеличению температуры и толщины теплового пограничного слоя.
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Рис. 1. Зависимость решений задачи от вспомогательных параметров при ε =
δ = 0,1, Rd = Df = 0,1, Pr = Ec = 0,5, Sc = 1,0, M = Sr = γ = 0,2:
а — hf -кривые, б — hθ-кривые, в — hϕ-кривые

Та б л и ц а 1

Сходимость решений, полученных с помощью МГА, для приближений различного порядка
при ε = δ = Rd = Df = 0,1, Ec = 0,5, Pr = Sc = 1,0, γ = Sr = M = 0,2

Порядок приближения −f ′′(0) −θ′(0) −ϕ′(0)

1 1,041 43 0,551 843 1,043 48
5 1,046 20 0,540 495 1,052 77
10 1,046 94 0,529 440 1,054 04
15 1,046 96 0,528 420 1,054 38
20 1,046 96 0,527 820 1,054 41
30 1,046 96 0,527 820 1,054 41
40 1,046 96 0,527 820 1,054 41
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость f ′ от η при ε = δ = 0,1 и различных значениях числа
Гартмана M :
1 — M = 0, 2 — M = 0,3, 3 — M = 0,6, 4 — M = 0,9

Рис. 3. Зависимость f ′ от η при ε = 0,1, M = 0,2 и различных значениях
параметра жидкости δ:
1 — δ = 0, 2 — δ = 0,5, 3 — δ = 1,0, 4 — δ = 1,5
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Рис. 4. Зависимость f ′ от η при δ = 0,1,
M = 0,2 и различных значениях пара-
метра жидкости ε:
1 — ε = 0, 2 — ε = 0,3, 3 — ε = 0,6, 4 —
ε = 0,9

Влияние числа Шмидта Sc, числа Соре Sr и параметра химической реакции γ на кон-
центрацию ϕ показано на рис. 8–11. Уменьшение концентрации и толщины пограничного
слоя наблюдается при увеличении значений числа Шмидта. При увеличении числа Со-
ре концентрация и толщина пограничного слоя увеличиваются. Концентрация жидкости
уменьшается при увеличении параметра химической реакции разложения (см. рис. 10) и
увеличивается при его уменьшении (см. рис. 11).

В табл. 2 показано влияние различных параметров вложения на поверхностное трение,
локальное число Нуссельта и локальное число Шервуда. Поверхностное трение увеличива-
ется при увеличении параметра жидкости δ и уменьшается при больших значениях ε иM .
Локальное число Нуссельта увеличивается при увеличении значений δ и Pr и уменьшается
при увеличении числа Гартмана M , параметра жидкости ε, числа Соре Sr, числа Дюфу-
ра Df , числа Шмидта Sc и параметра излучения Rd. Значение локального числа Шервуда
увеличивается при увеличении ε, Df , Sc, Rd и уменьшается при увеличении значений δ,
M , Pr и Sr.
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Рис. 5 Рис. 6

Рис. 5. Зависимость θ от η при δ = ε = Df = 0,1, Sr = M = 0,2, Sc = 1,0,
Ec = Pr = 0,5 и различных значениях параметра излучения Rd:
1 — Rd = 0, 2 — Rd = 0,3, 3 — Rd = 0,5, 4 — Rd = 0,7

Рис. 6. Зависимость θ от η при δ = ε = α = Df = 0,1, Sr = M = 0,2, Sc = 1,0,
Ec = 0,5 и различных значениях числа Прандтля Pr:
1 — Pr = 0,1, 2 — Pr = 0,3, 3 — Pr = 0,5, 4 — Pr = 0,7
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Рис. 7. Зависимость θ от η при δ = ε =
α = 0,1, Sr = M = 0,2, Sc = 1,0, Ec =
Pr = 0,5 и различных значениях числа
Дюфура Df :
1 — Df = 0, 2 — Df = 0,3, 3 — Df = 0,6,
4 — Df = 0,9

Заключение. В работе с учетом эффектов Соре и Дюфура исследовано течение жид-
кости Эйринга — Пауэлла при наличии теплового излучения и омического нагрева. На
основе проведенного исследования можно сделать следующие выводы.

Скорость увеличивается при увеличении параметра жидкости ε и уменьшается при
увеличении параметра жидкости δ и числа Гартмана M .

Температура увеличивается с увеличением параметра излучения и числа Дюфура и

уменьшается при увеличении числа Прандтля.
Концентрация увеличивается при увеличении числа Соре Sr и уменьшении параметра

химической реакции (γ 6 0) и уменьшается при бoльших значениях числа Шмидта Sc и
γ > 0.

Поверхностное трение увеличивается с увеличением параметра жидкости δ и умень-
шается при увеличении параметра ε и числа Гартмана.

Локальное число Нуссельта увеличивается с увеличением параметра жидкости δ и
числа Прандтля и уменьшается при увеличении чисел Гартмана, Соре,Шмидта, Дюфура,
параметров ε и теплового излучения.



112 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2016. Т. 57, N-◦ 6

f

n0 642 8 10 12
0

0,4

0,2

0,6

0,8

1,0

3
4

2

1

f

n0 642 8 10
0

0,4

0,2

0,6

0,8

1,0

2 4

3
1

Рис. 8 Рис. 9

Рис. 8. Зависимость ϕ от η при δ = ε = α = Df = 0,1, Sr = M = 0,2, Pr = Ec =
0,5 и различных значениях числа Шмидта Sc:
1 — Sc = 0, 2 — Sc = 0,2, 3 — Sc = 0,4, 4 — Sc = 0,6

Рис. 9. Зависимость ϕ от η при δ = ε = α = Df = 0,1, M = 0,2, Sc = 1,0,
Pr = Ec = 0,5 и различных значениях числа Соре Sr:
1 — Sr = 0, 2 — Sr = 0,4, 3 — Sr = 0,8, 4 — Sr = 1,2
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Рис. 10 Рис. 11

Рис. 10. Зависимость ϕ от η при δ = ε = α = Df = 0,1, M = Sr = 0,2, Sc = 1,0,
Pr = Ec = 0,5 и различных значениях параметра химической реакции γ > 0:
1 — γ = 0, 2 — γ = 0,4, 3 — γ = 0,8, 4 — γ = 1,2

Рис. 11. Зависимость ϕ от η при δ = ε = α = Df = 0,1, M = Sr = 0,2, Sc = 1,0,
Pr = Ec = 0,5 и различных значениях параметра химической реакции γ 6 0:
1 — γ = 0, 2 — γ = −0,4, 3 — γ = −0,8, 4 — γ = −1,2
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Та бли ц а 2

Безразмерные значения поверхностного трения, числа Нуссельта и числа Шервуда
при γ = 0,2, Ec = 0,5 и различных значениях физических параметров

ε δ M Pr Sr Df Sc Rd Cf/ Re1/2
x Re−1/2

x Nux Re−1/2
x Sh

0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,2 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,004 030 0,615 620 1,062 640
0,3 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 0,965 739 0,627 625 1,069 970
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,1 0,2 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,049 490 0,607 671 1,053 920
0,1 0,3 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,052 070 0,609 463 1,053 630
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,1 0,1 0,3 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,089 940 0,591 392 1,046 650
0,1 0,1 0,4 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,131 310 0,583 301 1,039 900
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,1 0,1 0,2 1,0 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,958 552 1,012 120
0,1 0,1 0,2 1,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 1,238 610 0,975 757
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,1 0,1 0,2 0,5 0,3 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,601 312 1,028 030
0,1 0,1 0,2 0,5 0,4 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,599 831 1,018 010
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,2 1,0 0,1 1,046 960 0,572 675 1,059 320
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,3 1,0 0,1 1,046 960 0,529 056 1,063 920
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,606 235 1,054 410
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,5 0,1 1,046 960 0,595 402 1,336 820
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 2,0 0,1 1,046 960 0,586 713 1,574 650
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,1 1,046 960 0,582 640 1,054 410
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,2 1,046 960 0,493 552 1,058 960
0,1 0,1 0,2 0,5 0,2 0,1 1,0 0,5 1,046 960 0,458 736 1,062 660

Локальное число Шервуда увеличивается с увеличением параметра жидкости ε, чи-
сел Шмидта и Дюфура и параметра теплового излучения и уменьшается при увеличении

параметра жидкости δ и чисел Гартмана, Прандтля, Соре.
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