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Исследуется эволюция малых возмущений кинематических и динамических характери-
стик, вносимых в радиальное течение плоского кольца, заполненного однородной нью-
тоновской жидкостью либо идеальной несжимаемой жидкостью. При задании расхода
как функции времени основное движение полностью определяется условием несжимае-
мости независимо от свойств среды. Для возмущения функции тока получено бипарабо-
лическое уравнение с четырьмя однородными граничными условиями, моделирующи-
ми прилипание к расширяющимся (сужающимся) стенкам кольца. С помощью метода
интегральных соотношений для квадратичных функционалов найдены верхние оценки
возмущений. Рассмотрен случай экспоненциального затухания начальных возмущений
на конечном либо бесконечном интервале времени. Обоснована допустимость в данной
задаче невязкого предела, для которого получены как верхние, так и нижние оценки.
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Кинематика радиального растекания либо стока на плоскости кольца, границы кото-
рого являются концентрическими окружностями, при условии несжимаемости достаточ-
но проста, не зависит от свойств заполняющей кольцо среды и полностью определяется
либо радиусом одной из границ, либо расходом как функциями времени. При этом грани-
цы могут быть как свободны от напряжений [1–4], так и связаны условиями прилипания
к жестким расширяющимся стенкам. Наложение плоских неосесимметричных возмущений
на кинематические и силовые характеристики движения позволяет ставить и исследовать

задачи устойчивости растекания кольца [5, 6]. Учет малых возмущений позволяет све-
сти исходную задачу к линеаризованной задаче для функции тока. Эффективным методом
анализа этой задачи является метод интегральных соотношений [7–10], обобщаемый в дан-
ной работе на класс течений ньютоновских жидкостей в плоских областях с подвижными

границами.
1. Невозмущенное течение и его параметры. Рассмотрим плоское течение нью-

тоновской вязкой среды с плотностью ρ и динамической вязкостью µ в кольце Ωt = {a(t) <
r < b(t), 0 6 θ < 2π} (r, θ — координаты полярной системы, начало которой совпадает
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с центром кольца) при t > 0.Функции времени a(t) и b(t) известны и в силу несжимаемости
среды связаны условием

b2 − a2 = b20 − a2
0 = S/π, a0 = a(0), b0 = b(0), (1.1)

где S — постоянная площадь кольца.
Невозмущенное радиальное растекание (сток) характеризуется следующими компо-

нентами вектора скорости v0 и тензора скоростей деформаций ṽ0:

v0
r =

C(t)

r
, v0

θ ≡ 0, v0
rr = −v0

θθ = −C(t)

r2
, v0

rθ ≡ 0. (1.2)

Здесь 2πC(t) — заданный расход через окружность любого радиуса a(t) < r < b(t). Функ-
ции a(t) и b(t) выражаются через C(t):

aȧ = bḃ = C, a2 = a2
0 + 2

t∫
0

C(τ) dτ, b2 = b20 + 2

t∫
0

C(τ) dτ. (1.3)

Из определяющих соотношений для ньютоновской среды s̃0 = 2µṽ0 следуют выраже-
ния для компонент девиатора s̃0 тензора напряжений σ̃0 = s̃0 − p0Ĩ:

s0rr = −s0θθ = −2µC(t)/r2, s0rθ ≡ 0. (1.4)

В результате интегрирования уравнения движения в проекции на радиус

ρ(v0
r,t + v0

r,rv
0
r ) = −p0

,r + s0rr,r + (s0rr − s0θθ)/r

получаем не зависящее от µ распределение давления p0(r, t):

p0 = p0
a(t) +

ρC2

2

( 1

a2
− 1

r2

)
+ ρĊ ln

a

r
, p0

a(t) = p0(a(t), t) (1.5)

(запятые в нижних индексах означают частное дифференцирование по времени или по
соответствующей пространственной координате).

Для того чтобы кинематика процесса растекания (стока) удовлетворяла равен-
ствам (1.2), (1.3), из выражений (1.4), (1.5) следует вычислить разность радиальных на-
пряжений на границах кольца Ωt:

σ0
rr(b(t), t)− σ0

rr(a(t), t) = (4µ− ρC)
C

2

( 1

a2
− 1

b2

)
+ ρĊ ln

b

a
.

Следует отметить, что рассматриваемое течение является существенно нестационар-
ным, даже если C = const, так как положение области, занимаемой средой, меняется со
временем на плоскости.

2. Плоская картина возмущений. Задача для функции тока. Введем в течение
в области Ωt малые плоские возмущения скорости δvr, δvθ, а также возмущения скорости
деформации δvrr, δvθθ, δvrθ, девиатора напряжений δsrr, δsθθ, δsrθ и давления δp. Будем
для краткости опускать знак δ в обозначениях возмущений.

Линеаризованные относительно малых возмущений уравнения движения и условие

несжимаемости имеют вид

ρ(vr,t + v0
rvr,r + v0

r,rvr) = −p,r + srr,r +
1

r
srθ,θ +

1

r
(srr − sθθ); (2.1)

ρ
(
vθ,t + v0

rvθ,r +
1

r
v0
rvθ

)
= −1

r
p,θ + srθ,r +

1

r
sθθ,θ +

2

r
srθ; (2.2)

vr,r +
1

r
(vr + vθ,θ) = 0. (2.3)
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Замыкая систему (2.1)–(2.3) двумя определяющими соотношениями

srr = 2µvr,r, srθ = µ
(1

r
vr,θ + vθ,r −

1

r
vθ

)
, (2.4)

получаем пять уравнений (2.1)–(2.4) относительно пяти неизвестных vr, vθ, p, srr, srθ
(в плоском деформированном состоянии sθθ = −srr).

Положим, что при возмущенном движении, так же как и при невозмущенном, грани-
цами области течения являются окружности r = a(t) и r = b(t) (т. е. движение происходит
в кольце Ωt), на которых возмущения скорости отсутствуют:

r = a(t), r = b(t): vr = vθ = 0. (2.5)

Вычитая из продифференцированного по θ уравнения (2.1) умноженное на r и продиф-
ференцированное по r уравнение (2.2) и вводя функцию тока ψ(r, θ, t):

vr =
1

r
ψ,θ, vθ = −ψ,r, (2.6)

редуцируем систему (2.1)–(2.4) с граничными условиями (2.5) к одному бипараболическо-
му уравнению

(∆ψ),t +
C

r
(∆ψ),r = ν∆∆ψ (2.7)

(ν — кинематическая вязкость) и четырем условиям на известных подвижных границах:

r = a(t), r = b(t): ψ = 0, ψ,r = 0. (2.8)

В коэффициенты линейного уравнения (2.7) входят функции r и t, но не функции θ,
поэтому гармоники угловых возмущений можно представить в виде

ψ(r, θ, t) = Ψn(r, t) einθ, n = 0, 1, 2, . . . . (2.9)

Далее нижний индекс n у комплекснозначных амплитуд Ψn опускается. Из геометрии зада-
чи и условия несжимаемости следует, что для изучаемого течения не равных тождественно
нулю осесимметричных возмущений (n = 0) не существует, поэтому в (2.9) можно принять
n > 1.

Подставляя представление (2.9) в (2.7) и (2.8), получаем однородную задачу для Ψ

1

ν

( ∂
∂t

+
C

r

∂

∂r

)(1

r
(rΨ,r),r −

n2Ψ

r2

)
=

1

r

[
r
(1

r
(rΨ,r),r

)
,r

]
,r
−

− n2

r

[
r
( Ψ

r2

)
,r

]
,r
− n2

r3
(rΨ,r),r +

n4Ψ

r4
; (2.10)

r = a(t), r = b(t): Ψ = 0, Ψ,r = 0. (2.11)

3. Применение метода интегральных соотношений. Пусть амплитуда Ψ =
Ψ∗ + iΨ∗∗ (Ψ∗(r, t),Ψ∗∗(r, t) ∈ R) является элементом гильбертова пространства H2(a; b) с
нормой

‖Ψ‖H2
(t) =

b(t)∫
a(t)

|Ψ|2(r, t) dr. (3.1)

Умножим обе части равенства (2.10) на rΨ̄, проинтегрируем по r от a до b, используя
однородные граничные условия (2.11), и рассмотрим действительные части полученных
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квадратичных функционалов, зависящих от t. Ниже проводятся преобразования для каж-
дого слагаемого, входящего в (2.10).

1. Для слагаемого
∂

∂t

(1

r
(rΨ,r),r

)
выполняется преобразование

b∫
a

(rΨ,rt),rΨ̄ dr = −
b∫

a

rΨ,rtΨ̄,r dr = −
b∫

a

r
(
|Ψ,r|2

)
,t
dr +

b∫
a

rΨ,rΨ̄,rt dr.

Поскольку (Ψ,rtΨ̄,r)∗ = (Ψ,rΨ̄,rt)∗, данную цепочку равенств, записанных для действитель-
ных частей, можно продолжить:

( b∫
a

(rΨ,rt),rΨ̄ dr
)
∗

= −1

2

b∫
a

r
(
|Ψ,r|2

)
,t
dr = −1

2

d

dt

b∫
a

r|Ψ,r|2 dr +

+
bḃ

2
|Ψ,r|2(b(t), t)−

aȧ

2
|Ψ,r|2(a(t), t) = −1

2

d

dt

b∫
a

r|Ψ,r|2 dr ≡ −
1

2

d

dt
I2
1 . (3.2)

Здесь использованы граничные условия (2.11) и правило дифференцирования по времени
интеграла с переменными пределами.

2. Для слагаемого
∂

∂t

(
− n2Ψ

r2

)
проводится преобразование

−
b∫

a

n2

r
Ψ,tΨ̄ dr = −

b∫
a

n2

r

(
|Ψ|2

)
,t
dr +

b∫
a

n2

r
ΨΨ̄,t dr.

Поскольку (Ψ,tΨ̄)∗ = (ΨΨ̄,t)∗, аналогично (3.2) запишем

−
( b∫

a

n2

r
Ψ,tΨ̄ dr

)
∗

= −1

2

b∫
a

n2

r

(
|Ψ|2

)
,t
dr =

= −n
2

2

d

dt

b∫
a

1

r
|Ψ|2 dr +

n2ḃ

2b
|Ψ|2(b(t), t)− n2ȧ

2a
|Ψ|2(a(t), t) ≡ −n

2

2

d

dt
I2
0 . (3.3)

3. Для слагаемого
∂

∂r

(1

r
(rΨ,r),r −

n2Ψ

r2

)
выполняется преобразование

C

b∫
a

(
Ψ,rr +

1

r
Ψ,r −

n2

r2
Ψ

)
,r
Ψ̄ dr = −C

b∫
a

(
Ψ,rr +

1

r
Ψ,r −

n2

r2
Ψ

)
Ψ̄,r dr =

= −C
b∫

a

Ψ,rrΨ̄,r dr − C

b∫
a

1

r
|Ψ,r|2 dr + C

b∫
a

(n2

r2
|Ψ|2

)
,r
dr +

+ 2C

b∫
a

n2

r3
|Ψ|2 dr − C

b∫
a

n2

r2
Ψ,rΨ̄ dr.
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Так как

C
( b∫

a

Ψ,rrΨ̄,r dr
)
∗

=
C

2

b∫
a

(
|Ψ,r|2

)
,r
dr =

C

2

(
|Ψ,r|2(b(t), t)− |Ψ,r|2(a(t), t)

)
= 0,

C
( b∫

a

n2

r2
Ψ,rΨ̄ dr

)
∗

= C

b∫
a

n2

r3
|Ψ|2 dr ≡ Cn2J2

0 ,

то

C
( b∫

a

(
Ψ,rr +

1

r
Ψ,r −

n2

r2
Ψ

)
,r
Ψ̄ dr

)
∗

= −C(J2
1 − n2J2

0 ). (3.4)

4. Слагаемое
1

r

[
r
(1

r
(rΨ,r),r

)
,r

]
,r
преобразуется следующим образом:

ν
{ b∫

a

[
r
(1

r
(rΨ,r),r

)
,r

]
,r
Ψ̄ dr

}
∗

= −ν
[ b∫

a

r
(1

r
(rΨ,r),r

)
,r
Ψ̄,r dr

]
∗

=

= ν

b∫
a

r|Ψ,rr|2 dr + ν

b∫
a

1

r
|Ψ,r|2 dr + 2ν

b∫
a

(Ψ,rΨ̄,rr)∗dr =

= ν(J2
2 + J2

1 ) +

b∫
a

(
(Ψ2

,r)∗
)
,r
dr +

b∫
a

(
(Ψ2

,r)∗∗
)
,r
dr = ν(J2

2 + J2
1 ). (3.5)

5. Для слагаемого −n
2

r

[
r
( Ψ

r2

)
,r

]
,r
проводится преобразование

−νn2

b∫
a

[
r
( 1

r2
Ψ

)
,r

]
,r
Ψ̄ dr = νn2

b∫
a

r
( 1

r2
Ψ

)
,r
Ψ̄,r dr =

= νn2

b∫
a

1

r
|Ψ,r|2 dr − 2νn2

b∫
a

1

r2
ΨΨ̄,r dr = νn2J2

1 − 2νn2

b∫
a

1

r2
ΨΨ̄,r dr. (3.6)

6. Слагаемое −(n2/r3)(rΨ,r),r преобразуется следующим образом:

−νn2

b∫
a

1

r2
(rΨ,r),rΨ̄ dr = νn2

b∫
a

1

r
|Ψ,r|2 dr − 2νn2

b∫
a

1

r2
Ψ,rΨ̄ dr =

= νn2J2
1 − 2νn2

b∫
a

1

r2
Ψ,rΨ̄ dr. (3.7)

7. Для слагаемого n4Ψ/r4 выполняется преобразование

νn4

b∫
a

1

r3
ΨΨ̄ dr = νn4J2

0 . (3.8)
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Следует отметить, что сумма интегралов в правых частях (3.6), (3.7) равна

−4νn2

b∫
a

1

r2
(ΨΨ̄,r)∗dr = −4νn2

b∫
a

1

r2
[
Ψ∗(Ψ,r)∗ + Ψ∗∗(Ψ,r)∗∗

]
dr =

= −2νn2

b∫
a

1

r2
[
(Ψ2

∗),r + (Ψ2
∗∗),r

]
dr = −4νn2

b∫
a

1

r3
(Ψ2

∗ + Ψ2
∗∗) dr = −4νn2J2

0 . (3.9)

В (3.2)–(3.9) введены квадратичные функционалы

I2
k(t) =

b∫
a

r2k−1
∣∣∣∂kΨ

∂rk

∣∣∣2dr, J2
l (t) =

b∫
a

r2l−3
∣∣∣∂lΨ

∂rl

∣∣∣2dr, (3.10)

где k = 0, 1; l = 0, 1, 2. С учетом (3.10) интегральное следствие уравнения (2.10) можно
записать в виде

1

2

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) = −νJ2

2 − (2νn2 + ν + C)J2
1 − n2(νn2 − 4ν − C)J2

0 . (3.11)

Пусть существуют функции времени λ1(t) и λ2(t), такие что

J2
2 > λ2

1J
2
1 , J2

2 > λ4
2J

2
0 . (3.12)

Тогда для любого γ ∈ [0; 1] справедливы неравенство

J2
2 > γλ2

1J
2
1 + (1− γ)λ4

2J
2
0 (3.13)

и верхняя оценка левой части (3.11)

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) 6 −2(2νn2 + ν + γνλ2

1 + C)J2
1 − 2n2

(
νn2 − 4ν +

(1− γ)νλ4
2

n2
− C

)
J2

0 . (3.14)

Из (3.10) следуют оценки

a

b3
I2
0 6 J2

0 6
b

a3
I2
0 ,

1

b2
I2
1 6 J2

1 6
1

a2
I2
1 . (3.15)

4. Оценки затухания и роста возмущений. Обозначим выражения, стоящие в
скобках в правой части (3.14), через Ξ1(t) и Ξ2(t):

Ξ1(t) = ν(2n2 + 1 + γλ2
1) + C, Ξ2(t) = ν

(
n2 − 4 +

(1− γ)λ4
2

n2

)
− C (4.1)

и рассмотрим четыре возможных случая.
1. Пусть Ξ1 > 0 и Ξ2 > 0 на интервале времени 0 6 t0 6 t 6 t1 6 ∞, т. е.

−(2n2 + 1 + γλ2
1) 6

C(t)

ν
6 n2 − 4 +

(1− γ)λ4
2

n2
. (4.2)

Тогда с учетом (3.15) можно продолжить цепочку неравенств (3.14):

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) 6 − 2

b2
Ξ1I

2
1 −

2n2a

b3
Ξ2I

2
0 6 −2Q(t)(I2

1 + n2I2
0 ); (4.3)

Q(t) = min
{ 1

b2
Ξ1;

a

b3
Ξ2

}
> 0.
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Из (4.3) нетрудно получить верхнюю оценку квадратичного функционала (I2
1 + n2I2

0 )(t):

(I2
1 + n2I2

0 )(t) 6 (I2
1 + n2I2

0 )(t0) exp
(
−2

t∫
t0

Q(τ) dτ
)
, t0 6 t 6 t1. (4.4)

Итак, при условиях (4.2) n-я гармоника возмущения (2.9) по углу θ убывает не мед-
леннее экспоненты в (4.4), что свидетельствует об экспоненциальной устойчивости (в ин-
тегральном смысле) при t0 6 t 6 t1 возмущений, накопленных к моменту t0. В данной
задаче безразмерное отношение C(t)/ν аналогично числу Рейнольдса, зависящему от вре-
мени. Так как n > 1, знаменатель в (4.2) не равен нулю.

2. Пусть Ξ1 > 0 и Ξ2 < 0 на интервале 0 6 t0 6 t 6 t1 6 ∞. Тогда из (4.3) следует

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) 6 − 2

b2
Ξ1I

2
1 −

2n2b

a3
Ξ2I

2
0 6 −2Q(t)(I2

1 + n2I2
0 );

Q(t) = min
{ 1

b2
Ξ1;

b

a3
Ξ2

}
=

b

a3
Ξ2 < 0. (4.5)

Так как Q(t) < 0, то выражение (4.4) является верхней оценкой роста возмущений.
Аналогичная ситуация имеет место и в остальных двух случаях, для которыхQ(t) < 0:
3. Пусть Ξ1 < 0 и Ξ2 > 0 на интервале 0 6 t0 6 t 6 t1 6 ∞. Тогда

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) 6 − 2

a2
Ξ1I

2
1 −

2n2a

b3
Ξ2I

2
0 6 −2Q(t)(I2

1 + n2I2
0 );

Q(t) = min
{ 1

a2
Ξ1;

a

b3
Ξ2

}
=

1

a2
Ξ1 < 0. (4.6)

4. Пусть Ξ1 < 0 и Ξ2 < 0 на интервале 0 6 t0 6 t 6 t1 6 ∞. Тогда

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) 6 − 2

a2
Ξ1I

2
1 −

2n2b

a3
Ξ2I

2
0 6 −2Q(t)(I2

1 + n2I2
0 ),

Q(t) = min
{ 1

a2
Ξ1;

b

a3
Ξ2

}
< 0.

5. Неравенства Фридрихса и определение функций λ1(t) и λ2(t). В силу нера-
венств

J2
2 > a

b∫
a

|Ψ,rr|2 dr > aΛ2
1

b∫
a

|Ψ,r|2 dr > a2Λ2
1J

2
1 ,

J2
2 > a

b∫
a

|Ψ,rr|2 dr > aΛ4
2

b∫
a

|Ψ|2 dr > a4Λ4
2J

2
0

параметры λ1(t) и λ2(t) в (3.12) связаны с неравенствами Фридрихса для функции Ψ при

a(t) < r < b(t):

b∫
a

|Ψ,rr|2 dr > Λ2
1

b∫
a

|Ψ,r|2 dr,
b∫

a

|Ψ,rr|2 dr > Λ4
2

b∫
a

|Ψ|2 dr; (5.1)

λ2
1 = a2Λ2

1, λ4
2 = a4Λ4

2.



Д. В. Георгиевский, Г. С. Тлюстангелов 53

Как известно, равенства в (5.1) достигаются при значениях Λ2
1 и Λ4

2, совпадающих с
наименьшими положительными собственными числами следующих задач на собственные

значения [11]:

ΨIV + Λ2
1Ψ

′′ = 0, Ψ(a) = Ψ(b) = 0, Ψ′(a) = Ψ′(b) = 0,

ΨIV − Λ4
2Ψ = 0, Ψ(a) = Ψ(b) = 0, Ψ′(a) = Ψ′(b) = 0,

а также при значениях Ψ, совпадающих с соответствующими собственными функциями
этих задач. Вычисляя Λ1, Λ2, получаем

Λ1 =
2Λ0

b− a
, Λ2 =

Λ00

b− a
, λ2

1 =
4a2Λ2

0

(b− a)2
, λ4

2 =
a4Λ4

00

(b− a)4
,

где Λ0 ≈ 4,49 и Λ00 ≈ 4,73 — наименьшие положительные корни уравнений Λ0 = tg Λ0 и

ch Λ00 cos Λ00 = 1.
Существует другой способ определения функции λ(t) в (3.12), основанный на том, что

λ2
1 — наименьшее положительное собственное значение задачи

rΨIV + 2Ψ′′′ +
λ2

1

r
Ψ′′ − 1

r2
Ψ′ = 0, Ψ(a) = Ψ(b) = 0, Ψ′(a) = Ψ′(b) = 0. (5.2)

Для того чтобы определить λ1, нужно умножить обе части (5.2) на Ψ̄ и проинтегрировать

по r от a до b. Однако поиск фундаментального решения уравнения Эйлера (5.2) с помо-
щью представления Ψ = rα вызывает затруднения при анализе корней кубического по α
уравнения с параметром λ1:

α3 − 4α2 + (5 + λ2
1)α− (3 + λ2

1) = 0.

6. Невязкий предел. Существуют классические работы, посвященные исследова-
нию устойчивости течений идеальной несжимаемой жидкости в кольце [12] и развития
малых возмущений неустановившихся одномерных невязких течений с осевой симметрией

[13–15]. В данной задаче, так же как в краевых задачах гидродинамики, предельный пе-
реход к идеальной жидкости при ν → 0 (µ→ 0) является сингулярным. Рассматривается
растекание (сток) невязкого кольца в области Ωt, описываемое уравнениями (1.2), (1.3),
(1.5), не претерпевающими изменений при отсутствии вязкости. Все компоненты девиа-
тора напряжений как в основном течении, так и в возмущенном (например, в уравнениях
движения (2.1), (2.2)) необходимо положить равными нулю. Условия прилипания среды
к границам кольца Ωt (2.5) заменяются на условия непротекания

r = a(t), r = b(t): vr = 0,

при этом допускается скольжение вдоль окружностей.
Вместо задачи четвертого порядка (2.10), (2.11) для n-й гармоники Ψn амплитуды

функции тока получаем задачу второго порядка( ∂
∂t

+
C

r

∂

∂r

)(1

r
(rΨ,r),r −

n2Ψ

r2

)
= 0;

r = a(t), r = b(t): Ψ = 0. (6.1)

Отсутствие в (6.1) граничного условия Ψ,r = 0 приводит к тому, что в цепочке ра-
венств (3.2) остаются ненулевыми слагаемые

bḃ

2
|Ψ,r|2(b(t), t)−

aȧ

2
|Ψ,r|2(a(t), t) =

C

2

(
|Ψ,r|2

)∣∣r=b(t)

r=a(t)
.
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Однако те же слагаемые с противоположным знаком содержатся в равенствах, анализи-
руемых в п. 3. Полагая в (3.11) ν = 0, получаем соотношение

1

2

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) = −C(J2

1 − n2J2
0 ). (6.2)

В случаях 1–4 в п. 4 также можно выполнить предельный переход ν → 0. Поскольку
из (4.1) следует

Ξ1(t) = −Ξ2(t) = C,

могут быть реализованы лишь случаи 2 (растекание кольца Ωt) и 3 (сток). В этих случаях,
в отличие от случая 1, имеют место верхние оценки роста (а не затухания) возмущений.

Если C(t) > 0, то согласно (4.4), (4.5) Q(t) = −bC/a3 < 0 и

(I2
1 + n2I2

0 )(t) 6 (I2
1 + n2I2

0 )(t0) exp
(
2

t∫
t0

bC

a3
(τ) dτ

)
.

Если C(t) < 0, то с учетом (4.4), (4.6) Q(t) = C/a2 < 0 и

(I2
1 + n2I2

0 )(t) 6 (I2
1 + n2I2

0 )(t0) exp
(
−2

t∫
t0

C

a2
(τ) dτ

)
=
a2(t0)

a2(t)
(I2

1 + n2I2
0 )(t0),

причем a(t) — монотонно убывающая функция.
Отсутствие в правой части (6.2) квадратичного функционала J2

2 позволяет в невязком

пределе получить не только верхние, но и нижние оценки развития возмущений. Действи-
тельно, используя двусторонние оценки (3.15) интегралов J2

1 и J
2
0 , при C(t) > 0 с уче-

том (6.2) можно записать

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) > −2C

a2
(I2

1 + n2I2
0 ).

Следовательно,

(I2
1 + n2I2

0 )(t) > (I2
1 + n2I2

0 )(t0) exp
(
−2

t∫
t0

C

a2
(τ) dτ

)
=
a2(t0)

a2(t)
(I2

1 + n2I2
0 )(t0),

причем a(t) — монотонно возрастающая функция.
При C(t) < 0 справедливо неравенство

d

dt
(I2

1 + n2I2
0 ) >

2Cb

a3
(I2

1 + n2I2
0 ),

из которого следует нижняя оценка

(I2
1 + n2I2

0 )(t) > (I2
1 + n2I2

0 )(t0) exp
(
2

t∫
t0

Cb

a3
(τ) dτ

)
.

Достаточные интегральные экспоненциальные оценки затухания начальных возмуще-
ний, полученные в данной работе как для вязкого несжимаемого кольца, так и в невязком
пределе, позволяют создавать оптимальные режимы процессов растекания и стока, в ко-
торых реализуется ламинарное течение среды. Создание таких оптимальных режимов ак-
туально в задачах обработки материалов давлением и в задачах о течении деформируемой

среды по различным поверхностям.
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