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Изучается распространение энергии в блочной среде, моделируемой одномерной цепоч-
кой масс, соединенных пружинами и демпферами. Уравнения, описывающие движение
масс, решаются методами теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Иссле-
довано влияние параметров блочной среды на диссипацию энергии. Получено прибли-
женное аналитическое решение, описывающее полную энергию блочной среды при боль-
ших значениях времени.
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Введение. В современной геомеханике и геофизике полагается, что горные породы
имеют сложное блочно-иерархическое строение. Согласно данной концепции массив гор-
ных пород представляет собой систему вложенных друг в друга блоков, связанных про-
слойками ослабленных или трещиноватых пород [1]. В динамике блочной среды откры-
ты волны маятникового типа [2, 3], возникновение которых обусловлено геомеханической
структурой блочной среды. Распространение маятниковых волн в блочной среде широко
исследуется как теоретически, так и экспериментально [2–15]. В последнее время изучает-
ся распространение нестационарных волн в двух- и трехмерных блочных средах [12–15].

Тем не менее распространение энергии в блочных средах изучено недостаточно. В [4]
отмечено, что диссипация энергии в межблочных прослойках оказывает существенное вли-
яние на распространение волн, поэтому требуется проведение теоретического моделирова-
ния данного процесса. Вязкость прослоек является одной из причин возникновения дисси-
пации энергии. Вязкие свойства прослоек учитывались в моделях распространения волн
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Рис. 1. Модель блочной среды с вязкоупругими прослойками

в одномерном случае для среды, представляющей собой цепочку блоков с парами упру-
гих и демпфирующих элементов, установленных последовательно или параллельно друг
другу [5]. Трехмерная задача рассмотрена в работе [15].

В данной работе исследуются передача и диссипация энергии в блочной среде на основе

одномерной модели блочной среды с вязкоупругими прослойками. Проводится сравнитель-
ный анализ преобразования и диссипации энергии при изменении параметров прослоек и

массы блоков в различных областях блочной среды.
1. Постановка задачи и ее решение. На рис. 1 показана модель блочной среды

в виде цепочки блоков. Прослойки между блоками моделируются упругими пружинами и
вязкими демпферами. Заметим, что распространение волн в блочных средах описывается
достаточно точно, если блоки считаются жесткими недеформируемыми телами.

Уравнение динамики блочной среды запишем в матричном виде

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) = F (t), (1)

где

M = diag [m1, m2, . . . ,mn], x(t) = [x1(t), . . . , xn(t)]т, F (t) = [f(t), 0, . . . , 0]т,

C =



c1 −c1

−c1 (c1 + c2) −c2
. . . . . . . . .

−ci−1 (ci−1 + ci) −ci
. . . . . . . . .

−cn−1 (cn−1 + cn)


,

K =



k1 −k1

−k1 (k1 + k2) −k2
. . . . . . . . .

−ki−1 (ki−1 + ki) −ki
. . . . . . . . .

−kn−1 (kn−1 + kn)


,

ci, ki — вязкость и жесткость i-й прослойки; mi — масса i-го блока; xi(t) — смещение i-го
блока; i = 1, . . . , n; f(t) — динамическая нагрузка.

Введем обозначение y(t) = [x(t), ẋ(t)]т и запишем (1) следующим образом:

Aẏ(t) + By(t) = f̃(t). (2)

Здесь

A =

[
C M
M 0

]
, B =

[
K 0
0 −M

]
, f̃(t) =

[
F (t)

0

]
.
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Ударную нагрузку f(t) представим через начальную скорость v первого блока, т. е.
зададим начальные условия в виде

xi(0) = 0 (i = 1, . . . , n), ẋ1(0) = v, ẋi(0) = 0 (i = 2, . . . , n). (3)

Решение (2) с начальными условиями (3) имеет вид

y(t) = [x1(t), . . . , xn, ẋ1(t), . . . , ẋn(t)]т = Φdq0, (4)

где Φ — матрица, составленная из собственных векторов ϕi матрицы B−1A, т. е. B−1Aϕ =
ϕ/λ; d = diag (eλ1t, eλ2t, . . . , eλ2nt); λi — характеристические значения, соответствую-
щие ϕi; q0 = a−1ΦтAy(0); a = ΦтAΦ = diag (a1, a2, . . . , a2n); y(0) — начальные условия.

Пусть характеристические числа уравнения (2) представляются в виде λr = −βr+jωr,
λ̄r = −βr − jωr (βr > 0, ωr > 0) и им соответствуют собственные векторы ϕr и ϕ̄r. Тогда
смещение блоков выражается через векторы ϕr и ϕ̄r по формуле

x(t) =
n∑

r=1

xr(t), (5)

где

xr(t) = ϕr eλrt + ϕ̄r eλ̄rt = 2 e−βrt[Re (ϕr) cos ωrt− Im (ϕ̄r) sin ωrt].

Используя (5), находим смещение и скорость i-го блока:

xi(t) =
n∑

r=1

xir =
n∑

r=1

(ϕir eλrt + ϕ̄ir eλ̄rt); (6)

ẋi(t) =
n∑

r=1

(λrϕir eλrt + λ̄rϕ̄ir eλ̄rt). (7)

Поскольку блоки жесткие, при распространении динамического возмущения они име-
ют только кинетическую энергию:

Ei =
1

2
miẋ

2
i (t) (i = 1, . . . , n). (8)

С использованием (7), (8) выражение для кинетической энергии блочной среды можно
представить в виде

Ek =
n∑

i=1

Ei =
1

2

n∑
i=1

mi

( n∑
r=1

(λrϕir eλrt + λ̄rϕ̄ir eλ̄rt)
)2

. (9)

Потенциальная энергия блочной среды определяется напряженным состоянием и де-
формированием прослоек. Соответственно, потенциальная энергия i-й прослойки и блоч-
ной среды в целом определяется по формулам

Ui(t) =
1

2
ki∆x2

i ,

(10)

Ep =
n∑

i=1

Ui(t) =
1

2

n∑
i=1

ki

( n∑
r=1

(ϕir eλrt + ϕ̄ir eλ̄rt − ϕi+1,r eλrt − ϕ̄i+1,r eλ̄rt)
)2

,

где ∆xi = xi+1 − xi — деформация i-й прослойки между блоками xi и xi+1.



К. Ванг, Н. И. Александрова, И. Пан и др. 171

Полная энергия блочной среды есть сумма кинетической и потенциальной энергий:

E = Ek + Ep. (11)

Применим преобразование Лапласа по времени для уравнения (1) в частном случае,
когда mi = m, ki = k, ci = c (i = 1, . . . , n). Положим p→ 0 (p — параметр преобразования

Лапласа), что соответствует t→∞. В результате получаем следующее приближенное ре-
шение, описывающее полную энергию блочной системы при больших значениях времени:

E =
mv2

2

√
m

πct
= E0

√
m

πct
. (12)

Из (12) следует, что диссипация полной энергии прямо пропорциональна начальной энер-
гии E0 и корню из массы блоков и обратно пропорциональна корню из вязкости прослоек

и времени.
2. Численный анализ процесса диссипации энергии в блочной среде. На рис. 2

представлено преобразование кинетической энергии в потенциальную и наоборот в про-
цессе распространения возмущений. Кинетическая Ek и потенциальная Ep энергия рас-
считана по формулам (4)–(10) при следующих значениях параметров: mi = m = 10 кг,
ki = k = 6 · 105 кг/с2, ci = c = 35 кг/с (i = 1, . . . , 20). Далее эти параметры использу-
ются в качестве базовых параметров блочной среды. Энергия динамического воздействия
составляет 500 Дж при начальном условии ẋ1(0) = v = 10 м/с.

На рис. 2 видны как высокочастотные, так и низкочастотные колебания. Период низ-
кочастотных колебаний, вызванных отражением волн от границ i = 1 и i = n (n = 20),

можно вычислить по формуле T0 = n
√

m/k (T0 = 0,081 с) [4], период высокочастотных

колебаний — по формуле T1 = π
√

m/k (T1 = 0,012 с). Из рис. 2 следует корректность
данных аналитических оценок.

На рис. 3 показана диссипация полной энергии в блочной среде при различных значе-
ниях параметров. Для того чтобы в случае, когда масса уменьшена в два раза, начальная
энергия, сообщаемая системе, оставалась равной 500 Дж, начальная скорость v была уве-
личена в

√
2 раз. На рис. 3 видно, что приближенное решение (12) с достаточной степенью
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Рис. 2. Преобразование кинетической (1) и потенциальной (2) энергии блочной
среды
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Рис. 3. Диссипация полной энергии блочной среды:
сплошные кривые — решение (4)–(11), штриховые — решение (12); 1 — m = 10 кг,
k = 6 · 105 кг/с2, c = 35 кг/с, 2 — m = 10 кг, k = 6 · 105 кг/с2, c = 17,5 кг/с, 3 —
m = 5 кг, k = 6 · 105 кг/с2, c = 35 кг/с
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Рис. 4. Диссипация полной энергии при уменьшении вязкости прослоек в раз-
личных областях блочной среды в два раза:
1 — решение (12) при ci = c∗ = 26,25 кг/с, 2 — изменение вязкости в области 1, 3 —
изменение вязкости в области 2, 4 — изменение вязкости в области 3, 5 — энергия,
вычисленная при базовых параметрах



К. Ванг, Н. И. Александрова, И. Пан и др. 173

0,5 1,0 1,5 2,00

100

200

300

Ek, Äæ

t, c

1 2

à

0,5 1,0 1,5 2,00

100

200

300

Ep, Äæ

t, c

1 2

á

0,5 1,0 1,5 2,00

100

200

300

Ek, Äæ

t, c

1
2

â

0,5 1,0 1,5 2,00

100

200

300

Ep, Äæ

t, c

1 2

ã

0,5 1,0 1,5 2,00

100

200

300

Ek, Äæ

t, c

1 2

ä

0,5 1,0 1,5 2,00

100

200

300

Ep, Äæ

t, c

1 2

å

Рис. 5. Изменение кинетической (а, в, д) и потенциальной (б, г, е) энергии
блочной среды:
1 — изменение массы блоков в различных областях, 2 — исходная блочная среда; а, б—
изменение массы блоков в области 1, в, г— изменение массы блоков в области 2, д, е—
изменение массы блоков в области 3

точности описывает решение (4)–(11). Согласно результатам расчетов полной энергии си-
стемы ее величина практически не зависит от жесткости прослоек, в случае если период
низкочастотных колебаний системы существенно меньше интервала времени, на котором
исследуется процесс, т. е. если T0 � T = 10 c. Из этого неравенства можно получить
следующую оценку параметра жесткости: k � (n/T )2m. При выполнении данного нера-
венства влияние жесткости прослоек на полную энергию системы незначительно, поэтому
при ее расчете можно использовать приближенное решение (12).

Проанализируем влияние параметров прослоек и массы блоков в различных областях

блочной среды на распространение и диссипацию энергии. Разделим блочную среду на

три области: 1) первая половина блочной среды, представленная блоками и прослойками
с номерами i = 1, . . . , 10; 2) промежуточная область, состоящая из блоков и прослоек с
номерами i = 6, . . . , 15; 3) вторая половина блочной среды, а именно блоки и прослойки с
номерами i = 11, . . . , 20.

На рис. 4 показана диссипация полной энергии в блочной системе, в случае когда
вязкость прослоек в областях 1–3 уменьшена в два раза (ci = 17,5 кг/с). Видно, что это



174 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2019. Т. 60, N-◦ 5

1 102 3 4 5 6 7 8 90

100

200

300

500

400

E, Äæ

t, c

1 2 3 4,5

Рис. 6. Диссипация полной энергии при уменьшении массы блоков в различных об-
ластях блочной среды в два раза:
1 — решение (12), полученное при v = 10 м/с, m = m∗ = 7,5 кг и базовых значениях остальных
параметров, 2 — изменение массы блоков в области 1, 3 — изменение массы блоков в области 2,
4 — изменение массы блоков в области 3, 5 — энергия, вычисленная при базовых параметрах

приводит к замедлению диссипации полной энергии. Различия значений полной энергии
в случаях, когда вязкость в областях 1–3 уменьшена в два раза, существенны только

на начальном интервале времени t < 4T0. При t > 4T0 эти различия незначительны. При
больших значениях времени полная энергия достаточно точно описывается приближенным

решением (12), в котором вязкость равна среднему значению вязкости прослоек блочной
среды: c = c∗. Расчеты кинетической и потенциальной энергии в блочной среде показали,
что уменьшение вязкости в областях 1–3 в два раза приводит к увеличению среднего

значения, равного E/2, относительно которого осциллирует кинетическая и потенциальная
энергия.

На рис. 5 показано изменение кинетической и потенциальной энергии в блочной среде
при уменьшении массы блоков mi в областях 1–3 в два раза (mi = 5 кг). Для того чтобы
начальная энергия, сообщаемая системе, оставалась равной 500 Дж, в случае, когда мас-
са блоков в области 1 уменьшена в два раза, начальная скорость v увеличена в

√
2 раз.

На рис. 5 видно, что в случае уменьшения массы блоков в области 1 кинетическая и по-
тенциальная энергия существенно уменьшается, период преобразования энергии T0 также

уменьшается. В случаях уменьшения массы блоков в областях 2 и 3 период преобразования
энергии T0 уменьшается, в то время как среднее значение, относительно которого осцил-
лирует кинетическая и потенциальная энергия, равное половине полной энергии, остается
практически неизменным. В случаях уменьшения массы блоков в областях 1, 2 осцилляции
кинетической и потенциальной энергии становятся более хаотичными.

На рис. 6 показана диссипация полной энергии в блочной системе при уменьшении
массы блоков в различных областях среды в два раза (mi = 5 кг). Видно, что в случае
уменьшения массы блоков в области 1 диссипация полной энергии ускоряется, кроме того,
приближенное решение (12) и качественно, и количественно достаточно точно описывает
решение (4)–(11).

На рис. 7 показано изменение кинетической и потенциальной энергии при уменьшении
жесткости прослоек в областях 1–3 в два раза (ki = 3 · 105 кг/с2). В случае уменьшения
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Рис. 7. Изменение кинетической (а, в, д) и потенциальной (б, г, е) энергии
блочной среды:
1 — изменение жесткости прослоек в различных областях, 2 — исходная блочная среда;
а, б— изменение жесткости прослоек в области 1, в, г— изменение жесткости прослоек

в области 2, д, е — изменение жесткости прослоек в области 3

жесткости прослоек в областях 1–3 осцилляции кинетической и потенциальной энергии
становятся более хаотичными. При этом период преобразования кинетической и потен-
циальной энергии T0 увеличивается. Видно, что при уменьшении жесткости прослоек в
областях 2, 3 амплитуда осцилляций кинетической и потенциальной энергии относительно
среднего значения существенно уменьшается, в то время как при уменьшении жесткости
прослоек в области 1 амплитуда осцилляций остается на том же уровне, что и в исходной
блочной среде.

На рис. 8 показана диссипация полной энергии при уменьшении жесткости прослоек
в областях 1–3 в два раза (ki = 3 · 105 кг/с2). Видно, что при уменьшении жесткости
прослоек в области 1 рассеяние полной энергии происходит медленнее, чем в исходной
блочной среде, а при уменьшении жесткости прослоек в областях 2, 3 — быстрее.

3. Выводы. Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.
В процессе распространения возмущений в блочной среде кинетическая энергия пере-

ходит в потенциальную и наоборот. Период преобразования энергии, определяемый жест-
костью прослоек и массой блоков, увеличивается при уменьшении жесткости прослоек и
уменьшается при уменьшении массы блоков.
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Рис. 8. Диссипация полной энергии при уменьшении жесткости прослоек в

различных областях блочной среды в два раза:
1 — изменение жесткости прослоек в области 1, 2 — изменение жесткости прослоек в

области 2, 3 — изменение жесткости прослоек в области 3, 4 — энергия, вычисленная
при базовых параметрах

Диссипация энергии в блочной среде зависит от вязкости и жесткости прослоек и от

массы блоков в различных областях:
— при уменьшении жесткости прослоек в первой половине среды диссипация энергии

замедляется, при уменьшении жесткости прослоек в средней части или во второй половине
среды — ускоряется;

— при уменьшении массы блоков в первой половине среды диссипация энергии уско-
ряется, уменьшение массы блоков в средней части или во второй половине среды не влияет
на диссипацию энергии;

— при уменьшении вязкости прослоек в различных областях среды происходит за-
медление диссипации энергии в блочной среде независимо от области изменения вязкости.

Таким образом, изменяя структуру блочной среды, можно управлять диссипацией
энергии в массиве горных пород.
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