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Получено аналитическое решение задачи о релаксации напряжений в изогнутой вязко-
упругой пластине. Исследовано влияние различия вязких свойств материала при рас-
тяжении и сжатии на релаксацию изгибающего момента. Деформация полагается ко-
нечной, использовано мультипликативное разложение тензора градиента деформации
на упругую и неупругую составляющие. Проведено сравнение двух моделей, учитыва-
ющих различие свойств материала при растяжении и сжатии.

Ключевые слова: вязкоупругость, изгиб, разносопротивляемость материала растя-
жению и сжатию

Введение. Различие механических свойств при растяжении и сжатии ряда матери-
алов может быть очень существенным. Исследования различия свойств материала при
растяжении и сжатии в случае упругого деформирования были начаты в работах [1–5].
В последнее время разработаны модели, учитывающие этот эффект при больших дефор-
мациях (см., например, [6]). Различие сопротивления пластическому деформированию при
растяжении и сжатии описывается, например, моделями [7, 8]. Подобные эффекты наблю-
даются также в режиме ползучести и исследуются в работах [9–20], включающих как
теоретические исследования, так и численные расчеты, результаты которых сравнивают-
ся с экспериментальными данными. Однако даже для относительно простых задач суще-
ствует небольшое количество аналитических решений. Например, в работе [6] приведены
решения, полученные в случаях радиально-сферической деформации, изгиба пластины и
деформации кручения цилиндра.

В данной работе приводится простое аналитическое решение задачи о релаксации на-
пряжений в изогнутой пластине, полученное с использованием двух моделей, основанных
на эквивалентном напряжении [7, 8]. Ограничимся случаем, когда вязкие свойства мате-
риала при растяжении и сжатии различны, а упругие свойства описываются стандартной
моделью Генки для несжимаемого гиперупругого материала.

1. Модель материала. Принимается мультипликативное разложение градиента де-
формации F на упругую F e и необратимую F c составляющие [21]:

F = F eF c. (1)
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Линейное вязкоупругое поведение материала описывается двумя потенциалами: упру-
гим потенциалом Ψ и потенциалом ползучести W :

Ψ = −2µI2, σ = −pI +
∂Ψ

∂he
= −pI + 2µhe; (2)

W =
σ2

eq

2η
, Dc =

∂W

∂σ
=

dW

dσeq

∂σeq

∂σ
=

σeq

η

∂σeq

∂σ
. (3)

Здесь µ — модуль сдвига; σ — тензор напряжений Коши; I — единичный тензор;
I2 = −tr (he)2/2 — квадратичный инвариант логарифмического тензора деформации Ген-

ки he = ln[F e(F e)т]1/2 (для несжимаемого материала tr he = 0); Dc — тензор скорости

необратимой деформации; η — вязкость; σeq — эквивалентное напряжение.
Если в (3) принять σeq =

√
J2, где J2 = tr s2/2; s = σ−I tr σ/3 — девиатор напряжений,

то получим обычную линейную вязкую модель материала с одинаковыми свойствами при

растяжении и сжатии.
Для того чтобы учесть в модели различие свойств материала при растяжении и сжа-

тии (tension-compression asymmetry (TCA)), используем для эквивалентного напряжения
два анзаца.

Согласно первому анзацу, предложенному в [7] для описания TCA в случае пластиче-
ских течений, выражение для эквивалентного напряжения имеет вид

σeq = [J
3/2
2 − (3

√
3/2)αJ3]

1/3, α ∈ [−1, 1], (4)

где J3 = det s; параметр α характеризует TCA (при α = 0 σeq =
√

J2 ).
C учетом

∂J2

∂σ
= s,

∂J3

∂σ
= s2 − 2

3
J2I,

∂σeq

∂J2
=

1

2
σ−2

eq

√
J2 ,

∂σeq

∂J3
= −

√
3

2
ασ−2

eq ,
dW

dσeq
=

σeq

η
имеем

Dc =
σeq

η

(∂σeq

∂J2

∂J2

∂σ
+

∂σeq

∂J3

∂J3

∂σ

)
=

√
J2 s−

√
3 α [s2 − (2/3)J2I]

2ησeq
. (5)

В случае одноосного нагружения вдоль оси x (сжатия или растяжения) получаем

σ = diag {σx, 0, 0}, s = σx diag {2/3,−1/3,−1/3},

J2 =
1

3
σ2

x, J3 =
2

27
σ3

x, σeq =
σx√

3
[sign (σx)− α]1/3;

Dc
x =

σx

3η
[sign (σx)− α]2/3, (6)

т. е. значения скорости необратимой деформации при сжатии и растяжении различаются.
Согласно второму анзацу эквивалентное напряжение определяется в виде [8]

σeq =
√

(n1s2
1 + n2s2

2 + n3s2
3)/2 , (7)

где s1, s2, s3 — упорядоченные в порядке убывания главные значения девиатора напряже-
ний; коэффициенты

nk =

{
n+, sk > 0,

n−, sk < 0,
k = 1, 2, 3 (8)

характеризуют TCA.
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Рис. 1. Деформирование пластины при изгибе:
а — начальная конфигурация, б — конфигурация после деформации

В случае одноосного растяжения

σ1 = σx > 0, σ2 = σ3 = 0, s1 = (2/3)σx > 0, s2 = s3 = −(1/3)σx < 0,

Dc
x =

σeq

η

∂σeq

∂σx
=

1

2η

(
n+s1

∂s1

∂σx
+ n−s2

∂s2

∂σx
+ n−s3

∂s3

∂σx

)
=

σx

3η

2n+ + n−

3
.

Аналогично в случае одноосного сжатия

σ3 = σx < 0, σ1 = σ2 = 0, s3 = (2/3)σx < 0, s1 = s2 = −(1/3)σx > 0,

Dc
x =

σeq

η

∂σeq

∂σ3
=

1

2η

(
n+s1

∂s1

∂σ3
+ n+s2

∂s2

∂σ3
+ n−s3

∂s3

∂σ3

)
=

σx

3η

n+ + 2n−

3
.

Полагая в формулах для Dc
x

n+ = 2(1− α)2/3 − (1 + α)2/3, n− = 2(1 + α)2/3 − (1− α)2/3, (9)

получаем выражение (6) для скорости деформации. Обе модели могут быть представлены

также с использованием параметров η+ = η(1− α)−2/3, η− = η(1 + α)−2/3 (коэффициенты
вязкости при одноосном растяжении и сжатии) вместо α и η.

2. Изгиб пластины. Предварительная деформация пластины описывается следую-
щими уравнениями кинематики изгиба в условиях плоской деформации [22–24] (рис. 1):

r =
√

B + 2X1/A, ϕ = AX2, z = X3.

Внутренний и внешний радиусы кривизны изогнутой пластины могут быть представлены

в виде

r1 =
√

B, r2 =

√
B +

2H

A
, A =

γ

L
, B =

1

A2

(√
1 + (AH)2 − AH

)
.

Здесь γ — угол изгиба; L, H — длина и толщина пластины соответственно (см. рис. 1).
Кроме того, справедливо равенство r1r2 = A−2 [22].

Предварительное деформирование является чисто упругим, в момент времени t = 0
начинается релаксация напряжений, что приводит к уменьшению изгибающего момента.
Градиент деформации в момент t = 0 равен F = F e = diag {(Ar)−1, Ar, 1}, тензор дефор-
мации Генки — he = diag {− ln (Ar), ln (Ar), 0}.
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Изгибающий момент на единицу длины в направлении z = X3 равен

M =

r2∫
r1

σϕϕr dr =

r2∫
r1

σrrr dr + 2µ

r2∫
r1

(he
ϕϕ − he

rr)r dr =

=
1

2
[r2σrr]

∣∣r2
r1
− 1

2

r2∫
r1

dσrr

dr
r2 dr + 2µ

r2∫
r1

(he
ϕϕ − he

rr)r dr =

= −µ

r2∫
r1

(he
ϕϕ − he

rr)r dr + 2µ

r2∫
r1

(he
ϕϕ − he

rr)r dr = µ

r2∫
r1

(he
ϕϕ − he

rr)r dr. (10)

Здесь в первой строке использована формула (2); во второй строке проводится инте-
грирование по частям и учитывается, что поверхности пластины свободны от напря-
жений: σrr(r1) = σrr(r2) = 0; в третьей строке использовано уравнение равновесия
r dσrr/dr = σϕϕ − σrr.

Формула (10) справедлива также при релаксации напряжений, поэтому, определив
изменение разности he

ϕϕ−he
rr при релаксации напряжений, можно вычислить изгибающий

момент.
3. Релаксация напряжений для модели (4). Дифференцируя равенство (1) по

времени и учитывая, что все тензоры в рассматриваемой задаче диагональные, получаем

Ḟ e(F e)−1 = ḣe = D −Dc.

Здесь точка означает материальную производную; D = sym (ḞF−1) — тензор скорости

деформации; Dc = sym (Ḟ c(F c)−1); 2 sym (·) = (·) + (·)т. Учитывая, что при релаксации
D = 0 и ḣe = ∂he/∂t, окончательно получаем

∂he

∂t
= −Dc. (11)

Из (11) с учетом (5) и равенства s = 2µhe находим

1√
tr (he)2

∂he

∂t
= −µ

η

h̄e −
√

6 α[(h̄e)2 − (1/3)I]

(1− 3
√

6 α det h̄e)1/3
, h̄e =

he√
tr (he)2

. (12)

Здесь учтено также выражение для эквивалентного напряжения

σeq = [J
3/2
2 − (3

√
3 /2)αJ3]

1/3 =
√

2 µ[tr (he)2]1/2(1− 3
√

6 α det h̄e)1/3.

Для линейной вязкоупругой модели с α = 0 (материал без TCA) система (12) суще-
ственно упрощается: ∂he/∂t = −(µ/η)he. В этом случае

he
ϕϕ − he

rr = 2 ln (Ar) e−(µ/η)t, M = M0 e−(µ/η)t, M0 = 2µ

r2∫
r1

ln (Ar)r dr.

В системе трех эволюционных дифференциальных уравнений (12) независимыми яв-
ляются только два, поскольку tr he = 0. При этом уравнения системы (12) нелинейные и
связанные. Преобразуем эту систему следующим образом.
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Из (12) следует уравнение эволюции для тензора h̄e:

∂h̄e

∂t
=

1√
tr (he)2

∂he

∂t
− h̄e

2 tr (he)2
∂

∂t
[tr (he)2] =

= −µ

η

h̄e −
√

6 α[(h̄e)2 − (1/3)I]

(1− 3
√

6 α det h̄e)1/3
− h̄e

2 tr (he)2
tr

[ ∂

∂t
(he)2

]
=

= −
√

6 α
µ

η
(1− 3

√
6 α det h̄e)−1/3

[
h̄e tr (h̄e)3 − (h̄e)2 +

I

3

]
. (13)

Здесь учтено, что tr h̄e = 0 (поскольку tr he = 0) и tr (h̄e)2 = 1, а также учтено соотношение

∂

∂t
(he)2 = 2he ∂he

∂t
= −2

µ

η
h̄e h̄e −

√
6 α[(h̄e)2 − (1/3)I]

(1− 3
√

6 α det h̄e)1/3
.

В системе уравнений (13) независимых уравнений на одно меньше, чем в (12), по-
скольку tr h̄e = 0 и tr (h̄e)2 = 1. Сформулируем эквивалентную (12) систему уравнений,
которая является несвязанной. Для этого из системы (13) выпишем уравнение для h̄e

zz (эту
величину будем использовать в качестве параметра времени):

∂h̄e
zz

∂τ
= −

√
6 α

3h̄e4
zz − (5/2)h̄e2

zz + 1/3

[1− 3
√

6 αh̄e
zz(h̄

e2
zz − 1/2)]1/3

. (14)

Из системы (12) находим производную разности he
ϕϕ − he

rr по h̄e
zz:

∂ (he
ϕϕ − he

rr)

∂h̄e
zz

=
∂ (he

ϕϕ − he
rr)/∂t

∂h̄e
zz/∂t

=
(1 +

√
6 αh̄e

zz)(h
e
ϕϕ − he

rr)√
6 α[3h̄e4

zz − (5/2)h̄e2
zz + 1/3]

. (15)

Из уравнения (14) следует, что изменение h̄e
zz обусловлено TCA, при α = 0 h̄e

zz = const.
В (14) введено безразмерное время τ = t µ/η, а также учтено, что так как тензор h̄e

диагональный, tr h̄e = 0 и tr (h̄e)2 = 1, то

tr (h̄e)3 = 3h̄e
rr[(h̄

e
rr)

2 − 1/2] = 3h̄e
ϕϕ[(h̄e

ϕϕ)2 − 1/2] = 3h̄e
zz[(h̄

e
zz)

2 − 1/2] = 3 det h̄e.

Начальные условия системы (14), (15) имеют вид h̄e
zz = 0 и he

ϕϕ − he
rr = 2 ln (Ar) при

t = 0. Эту систему уравнений можно проинтегрировать:

τ =
1√
6 α

0∫
h̄e

zz

3
√

1 + 3
√

6 αξ(1/2− ξ2)

1/3− (5/2)ξ2 + 3ξ4
dξ,

he
ϕϕ − he

rr = 2 ln (Ar) exp
(
−

0∫
h̄e

zz

1/(
√

6 α) + ζ

1/3− (5/2)ζ2 + 3ζ4
dζ

)
.

(16)

Из (16) следует, что величина h̄e
zz не зависит от координаты r, а зависит только от вре-

мени. Тогда согласно (10)

M

M0
= exp

(
−

0∫
h̄e

zz

1/(
√

6 α) + ζ

1/3− (5/2)ζ2 + 3ζ4
dζ

)
, M0 = 2µ

r2∫
r1

ln (Ar)r dr. (17)

Уравнения (16), (17) определяют релаксацию изгибающего момента для модели (4).
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4. Релаксация напряжений для модели (7). В изогнутой пластине для точек ма-
териала, находящихся выше нейтральной поверхности Ar = 1, имеют место соотношения

s1 = sϕϕ > 0, n1 = n+, s3 = srr < 0, n3 = n−, Ar > 1,

а для точек, находящихся ниже нейтральной поверхности, — соотношения

s1 = srr > 0, n1 = n+, s3 = sϕϕ < 0, n3 = n−, Ar < 1.

Если n+ > n−, то s2 = szz > 0; если n+ < n−, то s2 = szz < 0. Таким образом,
n2 = max {n+, n−}. Тогда, используя соотношения (11), (3) с учетом s = 2µhe, he

zz =
−(he

rr + he
ϕϕ), получаем следующие линейные системы обыкновенных дифференциальных

уравнений и их решения.
В случае n+ > n− при Ar > 1 решение системы

∂he
rr

∂τ
= −2n− + n+

3
he

rr,
∂he

ϕϕ

∂τ
+ n+he

ϕϕ = −n+ − n−

3
he

rr

имеет вид

he
rr = − ln (Ar) exp

(
− 2n− + n+

3
τ
)
, he

ϕϕ = e−n+τ ln (Ar)

2

[
1 + exp

(2(n+ − n−)

3
τ
)]

,

при Ar < 1 решение системы

∂he
ϕϕ

∂τ
= −2n− + n+

3
he

ϕϕ,
∂he

rr

∂τ
+ n+he

rr = −n+ − n−

3
he

ϕϕ

имеет вид

he
ϕϕ = ln (Ar) exp

(
− 2n− + n+

3
τ
)
, he

rr = − e−n+τ ln (Ar)

2

[
1 + exp

(2(n+ − n−)

3
τ
)]

.

В случае n+ < n− при Ar > 1 решение системы

∂he
ϕϕ

∂τ
= −2n+ + n−

3
he

ϕϕ,
∂he

rr

∂τ
+ n−he

rr = −n− − n+

3
he

ϕϕ

имеет вид

he
ϕϕ = ln (Ar) exp

(
− 2n+ + n−

3
τ
)
, he

rr = − e−n−τ ln (Ar)

2

[
1 + exp

(2(n− − n+)

3
τ
)]

,

при Ar < 1 решение системы

∂he
rr

∂τ
= −2n+ + n−

3
he

rr,
∂he

ϕϕ

∂τ
+ n−he

ϕϕ = −n− − n+

3
he

rr

имеет вид

he
rr = − ln (Ar) exp

(
− 2n+ + n−

3
τ
)
, he

ϕϕ = e−n−τ ln (Ar)

2

[
1 + exp

(2(n− − n+)

3
τ
)]

.

Выражение для момента можно записать в следующем виде:

he
ϕϕ − he

rr =
ln (Ar)

2

[
exp

(
−max {n+, n−} τ

)
+

+ 3 exp
(
− max {n+, n−}+ 2 min {n+, n−}

3
τ
)]

;
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Рис. 2. Релаксация изгибающего момента:
сплошные линии — модель (4), пунктирные — модель (7), штриховая линия — мате-
риал без ТСА (α = 0); 1 — α = ±0,25, 2 — α = ±0,50, 3 — α = ±0,75
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+

+
3

4
exp
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3
τ
)
. (18)

Коэффициенты n+ и n− могут быть выражены через параметр α по формуле (9).
На рис. 2 приведены графики релаксации изгибающего момента для обеих моделей.
Результаты исследования влияния TCA на релаксацию изгибающего момента, полу-

ченные с использованием рассмотренных в данной работе моделей, количественно разли-
чаются. Различие более существенно в начале процесса релаксации. Тем не менее расчеты
по обеим моделям показывают, что различие свойств материала при растяжении и сжатии
приводит к замедлению релаксации изгибающего момента.

Поскольку линейно-вязкая модель является приближенной, на практике часто исполь-
зуется обобщенная вязкоупругая модель Максвелла (см., например, [25]), представляющая
собой параллельно соединенные линейно-вязкие элементы с разными свойствами. В каж-
дом таком элементе общая деформация одна и та же, а общее напряжение в системе есть
сумма напряжений в каждой ветви. В этом случае полученные решения (16)–(18) могут
быть использованы для обобщенной модели Максвелла (см. [26]), учитывающей различие
свойств материала при растяжении и сжатии в случае вязкого деформирования.
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