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Исследуются дисперсионные характеристики гироскопических волн в слое несжимае-
мой жидкости в полости быстровращающегося цилиндра. Показано, что в слое вязкой
несжимаемой жидкости инерционная волна может быть представлена в виде суммы ше-
сти винтовых гармоник. Исследовано влияние вязкости жидкости и отношения частоты
волны к угловой скорости вращения цилиндра на действительную и мнимую части
волнового числа.
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Введение. Волновые процессы в жидкости с учетом влияния вращения Земли рас-
сматривались в работах, посвященных исследованию волн в океане (см., например, ра-
боты [1–4] и библиографию к ним). Яркими примерами сильного влияния вращения на
динамику жидкости являются роторные системы. В настоящее время находят примене-
ние роторы с полостью, содержащей жидкость, где центробежная сила может превышать
силу тяжести в сотни тысяч или даже в миллионы раз. Вследствие нарушения равно-
весия между градиентом давления и силой Кориолиса во вращающейся жидкости могут

возникать волновые движения, называемые инерционными, или гироскопическими, волна-
ми. Эти волны играют большую роль в задачах динамики роторов, турбин, сепараторов,
центрифуг, вращающихся летательных аппаратов, содержащих жидкость, и некоторых
геофизических задачах (течения в жидком ядре Земли [5]). Волновые явления во враща-
ющемся слое жидкости могут оказывать существенное влияние на ряд технологических

процессов (в частности, на процессы седиментации), на фазовые равновесия в многоком-
понентных жидкостях, а также на траекторию полета летательного аппарата. Динамика
инерционных волн в жидкости, заполняющей вращающийся цилиндр, экспериментально
исследовалась в ряде работ (см. работы [6, 7] и библиографию к ним). В [8, 9] рассматри-
вались стационарные гироскопические волны в круговом цилиндрическом слое идеальной

жидкости, ограниченном твердыми стенками. Получены дисперсионные соотношения и

построены зависимости безразмерных длин волн от безразмерных частот. Поведение ма-
ловязкой жидкости во вращающемся горизонтальном цилиндре в зависимости от скорости

вращения и степени наполнения изучалось в работе [10]. В [11–19] исследовано резонансное
возбуждение волн в жидкости, находящейся в полости ротора, которое является основной
причиной потери устойчивости стационарного вращения роторной системы.

В данной работе изучаются свойства гироскопических волн в слое вращающейся жид-
кости, что обусловлено интересом к задаче устойчивости роторной системы с закрепленной
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точкой, в которой угловая скорость вращения ротора поддерживается приводом постоян-
ной. Для подобных роторных систем в [15, 17] предложен метод исследования устойчиво-
сти, одним из основных этапов которого является вычисление моментов сил, действующих
со стороны жидкости на стенки ротора, при стационарной конической прецессии ротора.
Несложно показать, что при конической прецессии стационарная гидродинамическая зада-
ча непосредственно связана с задачей о возбуждении инерционных волн в слое жидкости

в полости твердого тела, вращающегося вокруг стационарной оси. В настоящей работе
рассматривается только кинематическая часть гидродинамической задачи, а именно дис-
персионные свойства гироскопических волн в слое вращающейся жидкости.

1. Винтовые гармоники. Рассмотрим слой несжимаемой вязкой жидкости, находя-
щейся в бесконечном цилиндре кругового сечения, быстро вращающемся вокруг оси сим-
метрии с постоянной угловой скоростью Ω. Влиянием силы тяжести пренебрегается. Вве-
дем связанную с цилиндром неинерциальную цилиндрическую систему координат Orϕz
с осью z, направленной вдоль оси симметрии. В невозмущенном состоянии жидкость дви-
жется вместе с вращающейся твердой цилиндрической оболочкой как единое целое:

v0 = 0, p0 = pa + ρΩ2(r2 − b2)/2 (1.1)

(pa — давление в полости цилиндра, свободной от жидкости; b — радиус свободной невоз-
мущенной поверхности; ρ — плотность).

После линеаризации (1.1) движение жидкости в окрестности невозмущенного состоя-
ния описывается линейными уравнениями Навье— Стокса и уравнениями несжимаемости

∂v

∂t
= −∇p

ρ
+ 2[v,Ω] + ν∆v, div v = 0. (1.2)

При этом задавались следующие граничные условия: условие прилипания частиц жидко-
сти к боковой стенке полости (r = a):

v = 0, (1.3)

условие равенства нулю касательных напряжений, условие непрерывности нормального
напряжения и кинематическое условие на свободной поверхности жидкости (r = b):

1

b

∂u

∂ϕ
+

∂v

∂r
− v

b
= 0,

∂w

∂r
+

∂u

∂z
= 0,

−p− ρΩ2bh + 2µ
∂u

∂r
= 0,

∂h

∂t
− u = 0.

(1.4)

Здесь u, v, w — радиальная, азимутальная и осевая компоненты вектора скорости v; µ, ν =
µ/ρ — динамическая и кинематическая вязкость соответственно; функция h(ϕ) определяет
форму свободной поверхности жидкости: r = b + h(ϕ); p — давление.

Уравнения (1.2) допускают частные решения вида

κv = rot v; (1.5)

v = v∗(r) ei(ωt+kz+mϕ), m = 0,±1,±2, . . . ; (1.6)

p = −2ρΩκ−1w, (1.7)

если циклическая частота ω, параметр завихренности κ и k связаны соотношением

ωκ − 2Ωk − iνκ3 = 0. (1.8)

В этом нетрудно убедиться, применив операцию rot к первому уравнению (1.2) и исполь-
зуя (1.5). Для рассматриваемых винтовых полей первое уравнение (1.2) можно записать в
виде

∂v

∂t
= −∇

(p

ρ
+

2

κ
(v,Ω)

)
+ rot

( 2

κ
[v,Ω]− ν rot v

)
,

откуда несложно получить выражение для давления (1.7).
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Применяя к (1.5) операцию rot, получим

∆v + κ2v = 0. (1.9)

Уравнение (1.9) имеет наиболее простой вид в проекции на ось z:( ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
+ κ2

)
w = 0. (1.10)

Подставим (1.6) в (1.10). Тогда амплитуда w∗(r) осевой компоненты вектора скорости

должна удовлетворять уравнению Бесселя

d2w∗
dr2

+
1

r

dw∗
dr

+
(
− m2

r2
+ λ2

)
w∗ = 0,

где λ2 = κ2 − k2. Отметим, что амплитуды радиальной u∗ и азимутальной v∗ скоростей
связаны с w∗ следующим образом:

u∗ =
imκ
λ2r

w∗ +
ik

λ2

dw∗
dr

, v∗ = −mk

λ2r
w∗ −

κ
λ2

dw∗
dr

. (1.11)

Далее индекс “∗” будем опускать.
2. Влияние вязкости на гироскопические волны. Введем безразмерные пере-

менные: r′ = r/a, z′ = z/a, τ = ω/Ω, δ = b/a, κ′ = κa, k′ = ka, λ′ = λa, число Экмана
E = ν/(Ωa2). Далее штрихи опускаем. Уравнение (1.8) в безразмерных переменных при-
нимает вид

τκ − 2k − iEκ3 = 0. (2.1)

Один из корней уравнения (2.1) зависит от параметров крупномасштабного движения жид-
кости:

κ1 = −1

2

( s

3E
− i

τ

s

)
− i

√
3

2

( s

3E
+ i

τ

s

)
, (2.2)

а два других корня — от параметров пограничных слоев:

κ2 =
s

3E
− i

τ

s
, κ3 = −1

2

( s

3E
− i

τ

s

)
+

i
√

3

2

( s

3E
+ i

τ

s

)
.

Здесь s = (27k+3
√

3it3E−1 + 81k2 )1/3E2/3(
√

3/2+i/2). Во многих случаях число Экмана E
очень мало, и если значение τ не близко к нулю, то

κ1 ≈
2

τ
k + i

8E

τ4
k3 + O(E2), κj ≈ (−1)j+1

√
|τ |
2E

(
− τ

|τ |
+ i

)
− k

τ
+ O(E) (j = 2, 3).

Используя (1.11), будем искать решение только для осевой компоненты скорости w. Это
решение можно представить в виде

w =
3∑

l=1

3∑
j=1

CljZ
(l−δ1j)
m (λjr),

где Clj — константы, причем C12 = C13 = C31 = 0; δ1j — дельта-функция Кронекера,

равная единице при j = 1; Z
(0)
m (λ1r) = Jm(λ1r); Z

(1)
m (λ1r) = Ym(λ1r); Jm(λ1r), Ym(λ1r) —

функции Бесселя; Z
(l)
m (λjr) = H

(l−1)
m (λjr) при l = 2, 3, j = 2, 3; H

(l−1)
m (λjr) — функция Ган-

келяm-го порядка; λ2
j = κ2

j−k2. Следует отметить, что в (2.3) наряду с функциями Бесселя
1-го и 2-го рода используются функции Ганкеля, более удобные для описания пограничных
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слоев по сравнению с другими цилиндрическими функциями. Функция H
(1)
m (λjr) обраща-

ется в нуль при бесконечном значении комплексного аргумента, когда его мнимая часть

положительна; H
(2)
m (λjr) обращается в нуль, когда мнимая часть аргумента отрицатель-

на. Подставляя решение (2.2) в граничные условия (1.3), (1.4), преобразованные с исполь-
зованием (1.11) таким образом, что они содержат только осевую компоненту скорости,
получим

3∑
l=1

3∑
j=1

(m(κj − k)

λ2
j

Z
(l−δ1j)
m (λj) +

k

λj
Z

(l−δ1j)

m−1 (λj)
)
Clj = 0,

3∑
l=1

3∑
j=1

(m(κj − k)

λ2
j

Z
(l−δ1j)
m (λj)−

κj

λj
Z

(l−δ1j)

m−1 (λj)
)
Clj = 0,

3∑
l=1

3∑
j=1

Z
(l−δ1j)
m (λj)Clj = 0,

3∑
l=1

3∑
j=1

(2m(κj −mk − k)− κjλ
2
jδ

2

λ2
j

Z
(l−δ1j)
m (λjδ)−

2(κj −mk)

λj
Z

(l−δ1j)

m−1 (λjδ)
)
Clj = 0,

3∑
l=1

3∑
j=1

(m(κ2
j − 2k2 + κjk)

λ2
j

Z
(l−δ1j)
m (λjδ)−

(κ2
j − 2k2)δ

λj
Z

(l−δ1j)

m−1 (λjδ)
)
Clj = 0,

3∑
l=1

3∑
j=1

[( 2

κj
−

m(κj − k)

λ2
jτ

−
2imE(m2κj −m2k + mκj − k + kλ2

jδ
2)

λ2
jδ

2

)
Z

(l−δ1j)
m (λjδ) +

+
(
− kδ

λjτ
+

2iE(mκj − k)

λjδ

)
Z

(l−δ1j)

m−1 (λjδ)
]
Clj = 0.

Из условия разрешимости данной системы уравнений относительно шести неизвест-
ных постоянных Clj можно получить дисперсионное уравнение. Следует отметить, что
матрица является плохо обусловленной, поэтому при вычислениях целесообразно пере-
определить часть коэффициентов Clj следующим образом:

C ′
22 = C22H

(1)
m (λ2δ), C ′

23 = C23H
(1)
m (λ3δ), C ′

32 = C32H
(2)
m (λ2), C ′

33 = C33H
(2)
m (λ3).

Дисперсионная кривая имеет счетное множество ветвей. На рис. 1, 2 представлены дей-
ствительная и мнимая части волнового числа k для первых четырех мод при E = 0,5 ·10−4,
m = 1, δ = 0,7. Поверхностной волне соответствует значение n = 0. Для сравнения на
рис. 1 приведены дисперсионные кривые, полученные в предельном случае (µ = 0), когда
дисперсионное уравнение имеет достаточно простой вид:

[|k|γJm−1(|k|γ)−m(1−2/τ)Jm(|k|γ)][|k|δγYm−1(|k|δγ)−(m−2m/τ+4−τ2)Ym(|k|δγ)]−

− [|k|δγJm−1(|k|δγ)− (m− 2m/τ + 4− τ2)Jm(|k|δγ)]×

× [|k|γYm−1(|k|γ)−m(1− 2/τ)Ym(|k|γ)] = 0 (γ =
√

4/τ2 − 1 ).
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Рис. 1. Действительная часть волнового числа для первых четырех мод при E =
0,5 · 10−4, m = 1, δ = 0,7:
сплошные линии — µ 6= 0; штриховые — µ = 0

Рис. 2. Мнимая часть волнового числа для первых четырех мод при E = 0,5 · 10−4,
m = 1, δ = 0,7

Чем больше номер моды, тем существеннее влияние вязкости на коэффициент затуха-
ния (мнимую часть волнового числа k), поскольку увеличение номера приводит к усложне-
нию пространственной структуры моды, возрастанию вязких напряжений и увеличению
диссипации энергии волны.
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