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1. Введение

Важность разработки приближенных методов вычисления гиперсингулярных инте-
гралов обусловлена тем, что они имеют широкое приложение в теории упругости, тео-
рии дифракции, теории вибраторных антенн, аэродинамике и т. д. Методы вычисления
гиперсингулярных интегралов, понимаемых в смысле конечного значения по Адамару,
исследованы мало и практически только начинают разрабатываться. Их вычисление в
аналитическом виде возможно лишь в весьма частных случаях. В связи с этим представ-
ляет интерес изучение методов приближенного вычисления указанных интегралов.

Рассмотрим гиперсингулярный интеграл вида
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1
π

1∫
−1

p(t)
ϕ(t)

(t− x)2
dt, x ∈ (−1, 1), (1)

где p(t) — заданная на отрезке [−1, 1] конкретная суммируемая весовая функция, в част-
ности p(t) = (1 − t)α(1 + t)β , (α, β > −1), функция ϕ(t) достаточно гладкая функция,
принадлежащая классу Hr(α), (r ≥ 1, 0 < α ≤ 1). Hr(α) — это класс функций, имеющих
непрерывные производные до r − 1 порядка, а производная r-го порядка принадлежит
классу Гельдера с показателем α.

Интеграл (1) понимается в смысле конечной части по Адамару, а именно как пре-
дел [1–3]:

1∫
−1

p(t)
ϕ(t)

(t− x)2
dt = lim

ε→0

 x−ε∫
−1

p(t)
ϕ(t)

(t− x)2
dt +

1∫
x+ε

p(t)
ϕ(t)

(t− x)2
dt− 2p(x)ϕ(x)

ε

, x ∈ (−1, 1).

Из теории гиперсингулярных интегралов известно, что если плотность ϕ0(t) на кон-
цах отрезка интегрирования обращается в нуль, то гиперсингулярный интеграл сводится
к сингулярному интегралу вида

1
π

1∫
−1

ϕ0(t)
(t− x)2

dt =
1
π

1∫
−1

ϕ′0(t)
t− x

dt, x ∈ (−1, 1),

что позволяет применить к гиперсингулярному интегралу такого типа приближенные ме-
тоды, полученные ранее для сингулярных интегралов, с учетом того, что плотность ϕ′0(t)
принадлежит классу Гельдера с показателем α.

В данной работе строятся квадратурные формулы интерполяционного типа для при-
ближенного вычисления интегралов вида (1), основанные на приближении функции ϕ(t)
интерполяционными многочленами, построенными по значениям соответствующей
функции в узлах, являющихся нулями ортогональных многочленов на отрезке [−1, 1]
по весу p(t). Кроме этого, получены и доказаны спектральные соотношения для гипер-
сингулярных интегралов с определенными весовыми функциями на отрезке интегриро-
вания, т. е. для определенных гиперсингулярных интегралов получены аналитические
представления. Полученные спектральные соотношения используются при построении
квадратурных формул для гиперсингулярных интегралов на отрезке интегрирования.

2. Квадратурные формулы интерполяционного типа

Итак, рассмотрим гиперсингулярный интеграл вида (1), где весовая функция имеет
один из следующих видов:

p(t) =
1√

1− t2
, p(t) =

√
1 + t

1− t
, p(t) =

√
1− t

1 + t
.

Гиперсингулярные интегралы с такими весовыми функциями часто встречаются в
приложениях, например в некоторых задачах аэродинамики [2, 3].

Ранее в работе [3] была построена квадратурная формула для гиперсингулярного
интеграла (1) с весовой функцией p(t) =

√
1− t2 на отрезке интегрирования [−1, 1]. В

ходе построения квадратурной формулы было использовано следующее спектральное
соотношение:
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1∫
−1

√
1− t2

Un(t)
(t− x)2

dt = −π(n + 1)Un(x), x ∈ (−1, 1),

где Un(x) =
sin

`
(n + 1) arccos x

´
√

1− x2
— многочлен Чебышева второго рода.

В зависимости от весовой функции плотность ϕ(t) в интеграле (1) будем в даль-
нейшем приближать интерполяционными многочленами, построенными по узлам нулей
многочленов, ортогональных по весу p(t) на отрезке [−1, 1].

Рассмотрим гиперсингулярный интеграл

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− x)2

dt, x ∈ (−1, 1). (2)

Справедлива теорема [7].

Теорема 1. Если плотность ϕ(t) в интеграле (2) равна многочлену Чебышева первого
рода, то для интеграла

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt, x ∈ (−1, 1), (3)

Tn(t) = cos(n arccos t),

справедлива формула

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt =
xUn−1(x)− nTn(x)

1− x2
, x ∈ (−1, 1). (4)

Доказательство. Над интегралом (3) произведем следующие преобразования:

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt =
1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
(1− t2)(t− x)2

dt

=
2x

(1− x2)2
1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
t− x

dt +
1

1− x2

1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt+

1
2(1− x)2

1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
1− t

dt +
1

2(1 + x)2
1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
1 + t

dt.

В интегралах

1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
t− x

dt,
1
π

1∫
−1

√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt

заменим многочлен Tn(t) через многочлены Чебышева второго рода по формуле [4]:
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Tn(t) =
1
2

(
Un(t)− Un−2(t)

)
.

Далее, используя формулы обращения [2]:

1
π

1∫
−1

√
1− t2

Un(t)
t− x

dt = −Tn+1(x),
1
π

1∫
−1

√
1− t2

Un(t)
(t− x)2

dt = −(n + 1)Un(x)

для интеграла (3), после несложных преобразований получим

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt =
2x

1− x2
Un−1(x)− nTn(x) + xUn−1(x)

1− x2
=

xUn−1(x)− nTn(x)
1− x2

.

Учитывая, что производная первого порядка многочлена Чебышева Un−1(x) имеет
вид

U ′
n−1(x) =

xUn−1(x)− nTn(x)
1− x2

,

формулу (4) можно записать следующим образом:

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt = U ′
n−1(x), x ∈ (−1, 1).

Для построения квадратурной формулы для интеграла (2) аппроксимируем плот-
ность ϕ(t) в интеграле интерполяционным многочленом по узлам, являющимся нулями
многочлена Чебышева первого рода:

ϕ(t) ≈ 1
n

n∑
k=1

√
1− x2

k

(−1)k−1Tn(t)
t− xk

ϕ(xk), (5)

xk = cos
2k − 1

2n
π, (k = 1, 2, . . . , n).

Подставим (5) в интеграл (2), получим

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− x)2

dt ≈ 1
n

n∑
k=1

(−1)k−1
√

1− x2
k ϕ(xk)

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− xk)(t− x)2

dt.

Преобразуя полученное выражение и используя формулу (4), получим следующую
квадратурную формулу:

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− x)2

dt

≈ 1
n

n∑
k=1

(−1)k−1
√

1− x2
k

x− xk

[
Un−1(xk)− Un−1(x)

x− xk
+

xUn−1(x)− nTn(x)
1− x2

]
ϕ(xk), (6)

где xk = cos 2k − 1

2n
π — узлы Чебышева первого рода.
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При x = xj понимается соответствующий предел, а именно

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− xj)2

dt

≈ 1
n

n∑
k=1,
k 6=j

(−1)k−1
√

1− x2
k

xj − xk

[
Un−1(xk)− Un−1(xj)

xj − xk
+

xjUn−1(xj)− nTn(xj)
1− x2

j

]
ϕ(xk)+

1
n

lim
x→xj

(−1)j−1
√

1− x2
j

x− xj

[
Un−1(xj)− Un−1(x)

x− xj
+

xUn−1(x)− nTn(x)
1− x2

]
ϕ(xj).

Таким образом, в случае когда значение параметра x совпадает с узлами интерполи-
рования, после раскрытия неопределенности, получаем следующую квадратурную фор-
мулу:

1
π

1∫
−1

1√
1− t2

ϕ(t)
(t− xj)2

dt

≈ 1
n

n∑
k=1,
k 6=j

(−1)k−1
√

1− x2
k

xj − xk

[
Un−1(xk)− Un−1(xj)

xj − xk
+

xjUn−1(xj)− nTn(xj)
1− x2

j

]
ϕ(xk) +

1 + 2x2
j + n2(x2

j − 1)

2
(
1− x2

j

)2 ϕ(xj).

Рассмотрим гиперсингулярный интеграл вида

1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)
(t− x)2

dt, x ∈ (−1, 1). (7)

Справедлива теорема [7].

Теорема 2. Если плотность ϕ(t) в интеграле (7) имеет вид ϕ(t) = Cn(t), где

Cn(t) =
cos 2n + 1

2
θ

cos θ

2

, θ = arccos t,

есть многочлен степени n, ортогональный по весу p(t) =
√

1 + t

1− t
на отрезке [−1, 1], то

справедлива формула

1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

Cn(t)
(t− x)2

dt =
(1 + n)Un−1(x)− nUn(x)

1− x
, x ∈ (−1, 1). (8)
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Доказательство. Преобразуем интеграл

1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

Cn(t)
(t− x)2

dt, (9)

используя представление многочлена Cn(t), через многочлены Чебышева первого рода

Cn(t) =
Tn(t) + Tn+1(t)

1 + t
. (10)

Будем иметь

1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

Cn(t)
(t− x)2

dt =
1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt +
1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn+1(t)
(t− x)2

dt. (11)

Используя формулу (4), получим

1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

Cn(t)
(t− x)2

dt =
(1 + n)Un−1(x)− nUn(x)

1− x
, x ∈ (−1, 1).

Заменим в интеграле (7) плотность ϕ(t) интерполяционным многочленом, построен-
ным по узлам корней многочлена Cn(t):

ϕ(t) ≈ 2
2n + 1

n∑
k=1

(−1)k−1
√

1− x2
k Cn(t)

t− xk
cos

2k − 1
2(2n + 1)

π ϕ(xk).

Используя формулу (8), получим квадратурную формулу

1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)
(t− x)2

dt ≈ 2
2n + 1

n∑
k=1

(−1)k−1
√

1− x2
k

x− xk
cos

2k − 1
2(2n + 1)

π×

[
Sn(xk)− Sn(x)

x− xk
+

(1 + n)Un−1(x)− nUn(x)
1− x

]
ϕ(xk), (12)

Sn(t) =
sin 2n + 1

2
θ

sin θ

2

, θ = arccos t, xk = cos
2k − 1
2n + 1

π.

Если в качестве значений параметра x брать узлы интерполирования, то будем рас-
сматривать соответствующий предел, и в результате мы получим следующую квадра-
турную формулу:
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1
π

1∫
−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)
(t− xj)2

dt ≈ 2
2n + 1

n∑
k=1,
k 6=j

(−1)k−1
√

1− x2
k

xj − xk
cos

2k − 1
2(2n + 1)

π×

[
Sn(xk)− Sn(xj)

xj − xk
+

(1 + n)Un−1(xj)− nUn(xj)
1− xj

]
ϕ(xk)+

1
2n + 1

(−1)j−1
√

1− x2
j

1− xj
cos

(2j − 1)π
2(2n + 1)

×(
(2 + n)U ′

n−1(xj) + (1− n)U ′
n(xj)

)
ϕ(xj).

Рассмотрим теперь гиперсингулярный интеграл вида

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

ϕ(t)
(t− x)2

dt, x ∈ (−1, 1). (13)

Справедлива теорема.

Теорема 3. Если плотность ϕ(t) в интеграле (13) имеет вид ϕ(t) = Sn(t), где

Sn(t) =
sin 2n + 1

2
θ

sin θ

2

, θ = arccos t,

есть многочлен степени n, ортогональный по весу p(t) =
√

1− t

1 + t
на отрезке [−1, 1], то

справедлива формула

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

Sn(t)
(t− x)2

dt = −(1 + n)Un−1(x) + nUn(x)
1 + x

, x ∈ (−1, 1). (14)

Доказательство. Используя представление многочлена Sn(t) через многочлены Чебы-
шева первого рода

Sn(t) =
Tn(t)− Tn+1(t)

1− t
(15)

для интеграла

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

Sn(t)
(t− x)2

dt, (16)

будем иметь

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

Sn(t)
(t− x)2

dt =
1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn(t)
(t− x)2

dt− 1
π

1∫
−1

1√
1− t2

Tn+1(t)
(t− x)2

dt. (17)

Используя формулу (4), получим
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1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

Sn(t)
(t− x)2

dt =
(1 + n)Un−1(x) + nUn(x)

1 + x
, x ∈ (−1, 1).

Используя формулу (14) и аппроксимируя плотность ϕ(t) интерполяционным много-
членом по узлам, являющимся корнями многочлена Sn(t), получим следующую квадра-
турную формулу для интеграла (13):

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

ϕ(t)
(t− x)2

dt ≈ 2
2n + 1

n∑
k=1

(−1)k−1
√

1− x2
k sin k

2n + 1
π

x− xk
×

[
Cn(x)− Cn(xk)

x− xk
− (1 + n)Un−1(x) + nUn(x)

1 + x

]
ϕ(xk), (18)

xk = cos
2k

2n + 1
π.

При x = xj понимается соответствующий предел

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

ϕ(t)
(t− xj)2

dt ≈ 2
2n + 1

n∑
k=1,
k 6=j

(−1)k−1
√

1− x2
k sin k

2n + 1
π

xj − xk
×

[
Cn(xj)− Cn(xk)

xj − xk
− (1 + n)Un−1(xj) + nUn(xj)

1 + xj

]
ϕ(xk)+

2
2n + 1

lim
x→xj

(−1)n−1
√

1− x2
j sin j

2n + 1
π

x− xj
×[

Cn(x)− Cn(xj)
x− xj

− (1 + n)Un−1(x) + nUn(x)
1 + x

]
ϕ(xj).

В результате раскрытия предела мы получим следующую квадратурную формулу:

1
π

1∫
−1

√
1− t

1 + t

ϕ(t)
(t− xj)2

dt ≈ 2
2n + 1

n∑
k=1,
k 6=j

(−1)k−1
√

1− x2
k sin k

2n+1π

xj − xk
×

[
Cn(xj)− Cn(xk)

xj − xk
− (1 + n)Un−1(xj) + nUn(xj)

1 + xj

]
ϕ(xk)+

1
2n+1

(−1)j−1
√

1−x2
j

1 + xj
sin

jπ

2n+1

(
(1−n)U ′

n(xj)−(2+n)U ′
n−1(xj)

)
ϕ(xj).

Преимуществом полученых квадратурных формул является то, что они позволя-
ют приближенно вычислить рассмотренные интегралы для любого значения параметра
x ∈ (−1, 1).

Рассмотрим оценку погрешности для полученных квадратурных формул.
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Теорема 4. Если плотность ϕ(t) принадлежит классу Hr(α), (r ≥ 1, 0 < α ≤ 1), то
для погрешности квадратурных формул справедлива оценка

|Rn(ϕ, x)| ≤ 1
1− x2

O

(
1

nr+α

)
, (19)

где 1 ≤ r < n.

Доказательство. Плотность ϕ(t) представим в виде [5]:

ϕ(t) = ϕ(tk) +
ϕ′(tk)

1!
(t− tk) +

ϕ′′(tk)
2!

(t− tk)2 + · · ·+ ϕ(r)(tk)
r!

(t− tk)r+

1
(r − 1)!

t∫
tk

(t− u)r−1
(
ϕ(r)(u)− ϕ(r)(tk)

)
du,

где t0 = −1, tk = −1 + kh, h = 2

n + 1
, k = 1, . . . , n.

Для оценки погрешности имеем

|Rn(ϕ, x)| ≤
n∑

k=0

1
π

tk+1∫
tk

p(t)
dt

(t− x)2
,

1
(r − 1)!

t∫
tk

∣∣(t− u)r−1
∣∣ ∣∣ϕ(r)(u)− ϕ(r)(tk)

∣∣ du dt.

Используя неравенство Гельдера
∣∣ϕ(r)(u) − ϕ(r)(tk)

∣∣ ≤ A|u − tk|α, после несложных
преобразований получим

|Rn(ϕ, x)| ≤ O(hr+α)
n∑

k=0

1
π

tk+1∫
tk

p(t)
dt

(t− x)2
≤ 1

1− x2
O

(
1

nr+α

)
.

Полученная оценка дает представление о порядке точности и зависит от параметра x.
Оценка постоянной в величине O

(
1

nr+α

)
не зависит от параметра сингулярности x и n.

Она явно не установлена.
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