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Изучается задача управления мощностью волнового потока в пластине L-образной фор-
мы. Мощность волнового потока уменьшается закрепленной на пластине пьезоэлектри-
ческой вставкой, являющейся актуатором. Для расчета оптимальных значений управ-
ляющих моментов актуатора используется метод наименьших квадратов. Исследуется
работа актуатора при управляющих моментах, близких к оптимальным, c учетом вли-
яния волн, распространяющихся в плоскости пластины.
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Введение. Во многих инженерных конструкциях (обшивках корабля, деталях само-
лета, автомобилях и др.) в качестве элементов используются пластины. Волновая энергия,
создаваемая внешними силами, распространяется через пластины по всей конструкции и
вызывает ее вибрацию. Колебания на средних и высоких частотах приводят к ухудшению
устойчивости конструкции, вызывают ее усталость, а также создают шум. Применение
актуаторов позволяет существенно уменьшить вибрацию конструкции. При анализе коле-
баний пластин, используемых в большинстве инженерных конструкций, их можно считать
пластинами с защемленными торцами [1]. Поэтому исследование методов, позволяющих
уменьшить вибрацию таких пластин, представляет практический интерес.

В работе [2] аналитически (с использованием метода плоских волн) и эксперименталь-
но исследованы колебания прямоугольной свободно опертой пластины и показано, что ре-
зультаты аналитических расчетов хорошо согласуются с экспериментальными данными.
В [3] аналитически и экспериментально изучено распространение изгибных волн в полу-
бесконечной пластине. Установлено, что использование актуаторов позволяет уменьшать
волновую энергию изгибных волн.

В работе [4] теоретически и экспериментально исследовалась эффективность гаше-
ния вибраций в балке с помощью актуаторов. Использовались пьезоэлектрические встав-
ки и пьезоэлектрические датчики деформаций, изготовленные из поливинилиденфторида.
Изгибные и продольные колебания изучались с помощью метода наименьших квадратов
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с применением x-фильтров. Установлено, что актуаторы способны эффективно гасить гар-
монические колебания.

В работе [5] исследовалась мощность волнового потока при низких и высоких частотах
в пластине L-образной формы с учетом распространения волн в ее плоскости. Из результа-
тов численных решений следует, что волны, распространяющиеся в плоскости пластины,
существенно увеличивают мощность волнового потока на резонансных частотах.

В работе [6] для гашения изгибных и крутящих колебаний лопастей ротора использо-
вались распределенные актуаторы. Установлено, что для эффективного управления сме-
щениями двух взаимно перпендикулярных пластин можно использовать пару однослойных

актуаторов с различными напряжениями.
В работах [7, 8] с использованием алгоритма упреждения изучалось управление ко-

лебаниями связанных пластин с помощью актуатора. Для гашения колебаний использо-
вались несколько управляющих сил и датчик рассогласования. Из результатов числен-
ных и экспериментальных исследований, проведенных в [7, 8], следует, что использование
нескольких независимых управляющих сил является более эффективным по сравнению

с использованием зависимых управляющих сил. В работе [9] аналитически и численно
исследовались способы гашения вибраций в консольной балке и консольно закрепленной

пластине с использованием в качестве актуаторов пьезоэлектрических вставок и датчиков

деформаций. В работе [10] с помощью метода наименьших квадратов изучались способы
управления колебаниями прямоугольной составной пластины. В [11, 12] с использованием
алгоритма упреждения с отрицательной скоростью обратной связи исследовались спосо-
бы управления ультразвуковыми колебаниями балок и слоистых пластин. Установлено,
что при использовании одновременно актуатора и сенсорного датчика можно существен-
но уменьшить флаттер балки и слоистой пластины. В [13] при исследовании колебаний
цилиндрических авиационных конструкций с помощью алгоритмов упреждения использо-
вались пьезоэлектрические керамические вставки. Изучено влияние положения актуаторов
и их размеров на устойчивость работы контролирующей системы.

В данной работе с помощью метода бегущих волн исследуется мощность волнового

потока в пластине L-образной формы с закрепленным на ней пьезоэлектрическим актуато-
ром. Торцы пластины считаются защемленными. Для нахождения оптимального управля-
ющего момента актуатора используется метод наименьших квадратов. Исследуется вли-
яние волн, распространяющихся в плоскости пластины, на мощность контролируемого
волнового потока при низких и высоких частотах возбуждающих его колебаний.

1. Постановка задачи. На рис. 1 показана пластина L-образной формы постоянной
толщины с защемленными торцами и пьезоэлектрической вставкой, состоящая из пласти-
ны 1 длиной Lx1 и пластины 2 длиной Lx2. Обе пластины имеют одну и ту же толщину и
изготовлены из одного и того же материала. На пластине 2 расположен датчик рассогла-
сования. Пьезоэлектрический актуатор толщиной hp симметрично закреплен на верхней

и нижней поверхностях пластины 1 в интервале xs1 6 x1 6 xs2. На рис. 1 показана также
система координат.

В данной работе используется теория пластин Кирхгофа.
Внешняя сосредоточенная возбуждающая сила действует на пластину 1 в точке

(x0, y0). Поперечное смещение, вызванное этой силой, удовлетворяет уравнению [1]

∇4w − k4
pw = −(F/D)δ(x− x0)δ(y − y0), (1)

поперечное смещение, вызванное линейным моментом, параллельным оси y и расположен-
ным в точке x, — уравнению

∇4w − k4
pw = −(M/D)δ′(x− x0). (2)
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Рис. 1. Геометрия пластины L-образной формы и система координат:
1 — пластина 1, 2 — пластина 2, 3 — пьезоэлектрический актуатор, 4 — датчик рас-
согласования

В (1), (2) ∇4 = (∂2/∂x2 + ∂2/∂y2)2; δ — функция Дирака; δ′ — производная функции Ди-

рака; kp = (ρhω2/D)1/4 и D = Ẽh3/[12(1 − ν2)] — изгибное волновое число и изгибная

жесткость соответственно; ρ, h — плотность и толщина пластин соответственно; ω —
круговая частота внешней силы; Ẽ = E(1 + jη) — комплексный модуль Юнга; j =

√
−1;

η — коэффициент демпфирования материала; ν — коэффициент Пуассона; F — сосредото-
ченная внешняя сила, приложенная в точке (x0, y0); M — внешний момент, приложенный
по линии x = x0.

Поперечное смещение можно представить в виде разложения по бегущим волнам [1]:

w(x, y, t) =
∑
n

(A1n ejkxx + A2n eknxx + A3n e−jkxx + A4n e−knxx)ϕn(y) eiωt . (3)

Здесь A1n, A2n, A3n, A4n — амплитуды волн; kx = {[(α2
n − 1)k4

n + k4
p]

1/2 + αnk2
n}1/2 и

knx = {[(α2
n − 1)k4

n + k4
p]

1/2 − αnk2
n}1/2 — волновые числа возрастающих и затухающих

в направлении x волн соответственно [1]; константы αn, kn определены ниже. Для упро-
щения анализа зависящий от времени гармонический множитель eiωt далее опускается.

Функции формы для защемленной пластины ϕn(y) совпадают с функциями формы
для защемленной на обоих торцах балки [14]:

ϕn(y) = sh knyy − sin knyy − βn(ch knyy − cos knyy).

Здесь βn = (sh knLy − sin knLy)/(ch knLy − cos knLy); kn — волновое число изгибных мод:

kn = [π/(2Ly)] (3, 5, 7, . . . , 2n + 1), n = 1, 2, 3, . . . ,

Ly — длина пластины в направлении оси y.
Константы αn определяются следующим образом: αn = Λ∗

n/Λn, где [1, 14]

Λ∗
n =

Ly∫
0

ϕ2
n(y) dy, Λn =

Ly∫
0

ϕ∗
n(y)ϕn(y) dy.
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В плоскостях обеих пластин возникают изгибные продольные и поперечные волны.
При низких частотах влияние на поток энергии волн, распространяющихся в плоскости
пластин, является незначительным по сравнению с влиянием поперечных волн. Однако
при высоких частотах оно становится существенным. Поэтому при исследовании пото-
ка волновой энергии эти волны необходимо учитывать [5]. Уравнения для продольных и
сдвиговых волн, распространяющихся в плоскости пластины, имеют вид [15]

B(1 + γ)
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂y2
+ Bγ

∂2v

∂x ∂y
+ ρω2u = 0,

B(1 + γ)
∂2v

∂y2
+ B

∂2v

∂x2
+ Bγ

∂2u

∂x ∂y
+ ρω2v = 0,

где B = E/[2(1 + ν)]; γ = (1 + ν)(1 − ν) [15]; u, v — смещения в направлениях осей x и y
соответственно. Выражения для смещений u, v записываются в виде разложений [5, 10]

u(x, y) =
∑
n

(λ1B1n eλ1x + λ2B2n eλ2x + kyB3n eλ3x + kyB4n eλ4x) cos (kyy),

v(x, y) =
∑
n

(kyB1n eλ1x + kyB2n eλ2x + λ3B3n eλ3x + λ4B4n eλ4x) sin (kyy),

(4)

где ky = nπ/Ly; λ1,2 = ±
√

k2
y − k2

L и λ3,4 = ±
√

k2
y − k2

s — собственные числа задачи о

колебаниях пластины в ее плоскости; kL = ω
√

ρ(1− ν2)/E и ks = ω
√

2ρ(1 + ν)/E — вол-
новые числа продольных и сдвиговых волн соответственно. Соотношения (3), (4) являются
общим решением задачи о колебаниях пластины.

2. Колебания пластины под действием сосредоточенной силы. Для пласти-
ны 1 выражения для поперечного смещения и смещений в ее плоскости записываются
в виде [5]

w1 I(x1, y) =
∑
n

(A1n ejkxx1 + A2n eknxx1 + A3n e−jkxx1 + A4n e−knxx1)ϕn(y), 0 6 x1 6 x0,

w1 II(x1, y) =
∑
n

(A5n ejkxx1 +A6n eknxx1 +A7n e−jkxx1 +A8n e−knxx1)ϕn(y), x0 6 x1 6 Lx1,

u1(x1, y) =
∑
n

(λ1B1n eλ1x1 + λ2B2n eλ2x1 + kyB3n eλ3x1 + kyB4n eλ4x1) cos (kyy),

v1(x1, y) =
∑
n

(kyB1n eλ1x1 + kyB2n eλ2x1 + λ3B3n eλ3x1 + λ4B4n eλ4x1) sin (kyy),

для пластины 2 — в виде [5]

w2(x2, y) =
∑
n

(A9n ejkxx2 + A10n eknx2 + A11n e−jkxx2 + A12n e−knx2)ϕn(y), 0 6 x1 6 Lx2,

u2(x2, y) =
∑
n

(λ1B5n eλ1x2 + λ2B6n eλ2x2 + kyB7n eλ3x2 + kyB8n eλ4x2) cos (ky, y),

v2(x2, y) =
∑
n

(kyB5n eλ1x2 + kyB6n eλ2x2 + λ3B7n eλ3x2 + λ4B8n eλ4x2) sin (ky, y),

где Ain (i = 1, 2, . . . , 12) и Bjn (j = 1, 2, . . . , 8) — неизвестные амплитуды колебаний, для
определения которых используются восемь краевых условий защемления торцов пластины
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L-образной формы при x1 = 0 и x2 = 0:

w1

∣∣
x1=0

=
∂w1

∂x

∣∣∣
x1=0

= u1

∣∣
x1=0

= v1

∣∣
x1=0

= 0,

w2

∣∣
x2=0

=
∂w2

∂x

∣∣∣
x2=0

= u2

∣∣
x2=0

= v2

∣∣
x2=0

= 0,

(5)

четыре условия непрерывности решения в точке приложения сосредоточенной силы

w1 I

∣∣
x1=x0

= w1 II

∣∣
x1=x0

,
∂w1 I

∂x

∣∣∣
x1=x0

=
∂w1 II

∂x

∣∣∣
x1=x0

, w1 IMxx1 I

∣∣
x1=x0

= Mxx1 II

∣∣
x1=x0

,

Qx1 I

∣∣
x1=x0

−Qx1 II

∣∣
x1=x0

= Fδ(y − y0)

и восемь условий сопряжения двух пластин [5, 10]

w1

∣∣
x1=Lx1

= −u2

∣∣
x2=Lx2

, u1

∣∣
x1=Lx1

= −w2

∣∣
x2=Lx2

, v1

∣∣
x1=Lx1

= v2

∣∣
x2=Lx2

,

∂w1

∂x

∣∣∣
x1=Lx1

=
∂w2

∂x

∣∣∣
x2=Lx2

,

Mxx1

∣∣
x1=Lx1

= Mxx2

∣∣
x2=Lx2

, Nxy1

∣∣
x1=Lx1

= −Nxy2

∣∣
x2=Lx2

,

(6)

Qx1

∣∣
x1=Lx1

+
∂Mxy1

∂x

∣∣∣
x1=Lx1

= Nxx2

∣∣
x2=Lx2

, Qx2

∣∣
x2=Lx2

+
∂Mxy2

∂x

∣∣∣
x2=Lx2

= Nxx1

∣∣
x1=Lx1

,

где Mxx, Nxx, Nxy, Qx, Mxy — изгибающий момент, продольная сила, сдвиговая сила,
перерезывающая сила и крутящий момент соответственно [5, 10]:

Mxx = −D
(∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
, Nxx =

Eh

1− ν2

(∂u

∂x
+ ν

∂v

∂y

)
,

Nxy =
Eh

2(1 + ν)

(∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
, Qx = −D

(∂3w

∂x3
+

∂3w

∂x ∂y2

)
, (7)

Mxy = −D(1− ν)
∂2w

∂x ∂y
.

Для определения неизвестных коэффициентов разложений из условий (6) получаем
систему алгебраических уравнений

[c]{X} = {F},
где [c] — матрица размером 20×20; {X}, {F}— векторы, компонентами которых являются
неизвестные амплитуды смещений и действующие на пластину силы соответственно:

{X} = {A1n, A2n, . . . , A12n, B1n, . . . , B8n}т, {F} = {R1, R2, . . . , Rg, . . . , R20}т,
R12 = F0ϕ(y0)/D; Rg = 0 (g 6= 12).

3. Возбуждение пьезоэлектрического актуатора. Многие авиационные кон-
струкции представляют собой пластины или цилиндрические оболочки. Шумы и коле-
бания в таких конструкциях эффективно гасятся с помощью пьезоэлектрических актуато-
ров [16, 17]. Наличие на пластине актуатора (см. рис. 1) приводит к возникновению двух
противоположных моментов на линиях x1 = xs1 и x2 = xs2 [18]:

x = xs1: M1 = bpMx, x = xs2: M2 = −bpMx

(bp = Ly —ширина пьезоэлектрического актуатора; Mx — управляющий момент). Толщи-
на слоя, скрепляющего актуатор с пластиной, мала по сравнению с размерами актуатора,
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поэтому его влиянием на колебания пластины пренебрегается. Выражение для управляю-
щего изгибающего момента записывается в виде [18]

Mx =
Eph

3(h + hp)d31V

4[h3/4 + (Ep/E)hp(3h2/2 + 2h2
p + 3hhp)]

,

где V = Vp ejωt — внешнее напряжение в пьезоэлектрическом актуаторе; Ep — модуль

Юнга материала актуатора; hp — толщина актуатора; d31 — константа, зависящая от
характеристик материала актуатора.

Общее решение для поперечного смещения и смещений в плоскости пластины, обу-
словленных действием моментов M1 и M2, определяется формулами (3), (4). Неизвестные
амплитуды смещений вычисляются из решения системы уравнений

[cM1
]{XM1

} = {FM1
}, [cM2

]{XM2
} = {FM2

},

где {XMt} = {Ast
1n, Ast

2n, . . . , Ast
12n, Bst

1n, Bst
2n, . . . , Bst

8n}, {FMt} = {Ct
1, C

t
2, . . . , C

t
j , . . . , C

t
20},

t = 1, 2; Ct
11 =

Mt

D

Ly∫
0

ϕ(y) dy; Ct
j = 0 (j 6= 11) — векторы, компонентами которых являются

неизвестные амплитуды колебаний и силы, обусловленные действием актуатора, соответ-
ственно. Условия непрерывности решения на линиях сопряжения актуатора с пластиной
имеют вид

w1 I

∣∣
x1=xst

= w1 II

∣∣
x1=xst

,
∂w1 I

∂x

∣∣∣
x1=xst

=
∂w1 II

∂x

∣∣∣
x1=xst

,

Mxx1 I

∣∣
x1=x0

−Mxx1 II

∣∣
x1=x0

= Mt, Qx1 I

∣∣
x1=xst

= Qx1 II

∣∣
x1=xst

.

(8)

Из (8) следует

As
kn = As1

kn + As2
kn, As

(k+4)n = As1
(k+4)n + As2

kn,

As
(k+8)n = As1

(k+4)n + As2
(k+4)n, As

(k+12)n = As1
(k+12)n + As2

(k+12)n, k = 1, 2, 3, 4.

При определении амплитуд смещений, обусловленных наличием актуатора, использу-
ются уравнения (5), (6), (8).

4. Активное управление процессом колебаний. Минимизация потока энергии,
переносимой колебаниями по конструкции, позволяет существенно уменьшить интенсив-
ность колебаний [19]. Величина энергии в зоне расположения датчика рассогласования яв-
ляется параметром упреждения, который используется в качестве функционала цели при
решении задачи управления с использованием метода наименьших квадратов. Управляю-
щие моменты, создаваемые пьезоэлектрической вставкой, применяются для минимизации
энергии внешних сил и энергии актуатора. При этом в силу малой толщины слоя, скрепля-
ющего актуатор с пластиной, его влиянием на колебания пренебрегается [18]. Выражение
для мощности колебаний на единицу ширины пластины L-образной формы, обусловлен-
ных наличием поперечных колебаний и колебаний в плоскости пластины, записывается
в следующем виде [5]:

Px(t) = −
(
ẇQx −

∂ẇ

∂x
Mxx −

∂ẇ

∂y
Mxy + u̇Nxx + v̇Nxy

)
.
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Осредненная по времени мощность потока энергии поперечных колебаний и колебаний

в плоскости пластины, проходящего через заданное сечение с координатой x, определяется
следующим образом [5]:

Px = −1

2

Ly∫
0

Re
{

(jωw)∗Qx −
[
jω

(∂w

∂x

)]∗
Mxx −

[
jω

(∂w

∂y

)]∗
Mxy +

+ (jωu)∗Nxx + (jωv)∗Nxy

}
dy. (9)

Выражения для изгибных колебаний и колебаний в плоскости пластины L-образной
формы, возникающих под действием внешней сосредоточенной силы и моментов, создава-
емых актуатором, записываются в виде [10]

w(x, y) = wxf (x, y)F0 + wxm(x, y)Mx, u(x, y) = uxf (x, y)F0 + uxm(x, y)Mx,

v(x, y) = vxf (x, y)F0 + vxm(x, y)Mx.
(10)

Подставляя (10) в (7), получаем выражения для моментов и усилий

Mxx = −D
[(∂2wxf

∂x2
+ ν

∂2wxf

∂y2

)
F0 +

(∂2wxm

∂x2
+ ν

∂2wxm

∂y2

)
Mx

]
,

Mxy = −D(1− ν)
(∂2wxf

∂x ∂y
F0 +

∂2wxm

∂x ∂y
Mx

)
,

Qx = −D
[(∂3wxf

∂x3
+

∂3wxf

∂x ∂y2

)
F0 +

(∂3wxm

∂x3
+

∂3wxm

∂x ∂y2

)
Mx

]
, (11)

Nxx =
Eh

1− ν2

[(∂uxf

∂x
+ ν

∂vxf

∂y

)
F0 +

(∂uxm

∂x
+ ν

∂vxm

∂y

)
Mx

]
,

Nxy =
Eh

2(1 + ν)

[(∂uxf

∂y
+

∂vxf

∂x

)
F0 +

(∂uxm

∂y
+

∂vxm

∂x

)
Mx

]
.

Подставляя (11) в (9), находим

Px = −1

2

Ly∫
0

Re (AF ∗
0 F0 + BF ∗

0 Mx + CF0M
∗
x + HM∗

xMx) dy, (12)

где

A = jω
{

D
[
w∗

xf

(∂3wxf

∂x3
+

∂3wxf

∂x ∂y2

)
−

∂w∗
xf

∂x

(∂2wxf

∂x2
+ ν

∂2wxf

∂y2

)
− (1− ν)

∂w∗
xf

∂y

∂2wxf

∂x ∂y

]
−

− Eh

1− ν2
u∗xf

(∂uxf

∂x
+ ν

∂vxf

∂y

)
− Eh

2(1 + ν)
v∗xf

(∂uxf

∂y
+

∂vxf

∂x

)}
,

B = jω
{

D
[
w∗

xf

(∂3wxm

∂x3
+

∂3wxm

∂x ∂y2

)
−

∂w∗
xf

∂x

(∂2wxm

∂x2
+ ν

∂2wxm

∂y2

)
− (1− ν)

∂w∗
xf

∂y

∂2wxm

∂x ∂y

]
−

− Eh

1− ν2
u∗xf

(∂uxm

∂x
+ ν

∂vxm

∂y

)
− Eh

2(1 + ν)
v∗xf

(∂uxm

∂y
+

∂vxm

∂x

)}
,
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C = jω
{

D
[
w∗

xm

(∂3wxf

∂x3
+

∂3wxf

∂x ∂y2

)
− ∂w∗

xm

∂x

(∂2wxf

∂x2
+ ν

∂2wxf

∂y2

)
− (1− ν)

∂w∗
xm

∂y

∂2wxf

∂x ∂y

]
−

− Eh

1− ν2
u∗xm

(∂uxf

∂x
+ ν

∂vxf

∂y

)
− Eh

2(1 + ν)
v∗xm

(∂uxf

∂y
+

∂vxf

∂x

)}
,

H = jω
{

D
[
w∗

xm

(∂3wxm

∂x3
+

∂3wxm

∂x ∂y2

)
− ∂w∗

xm

∂x

(∂2wxm

∂x2
+ν

∂2wxm

∂y2

)
−(1−ν)

∂w∗
xm

∂y

∂2wxm

∂x ∂y

]
−

− Eh

1− ν2
u∗xm

(∂uxm

∂x
+ ν

∂vxm

∂y

)
− Eh

2(1 + ν)
v∗xm

(∂uxm

∂y
+

∂vxm

∂x

)}
.

Приравняв к нулю действительную и мнимую части мощности энергии колебаний, полу-
чаем оптимальное значение для управляющего момента актуатора

Mopt
x = −

( Ly∫
0

B∗ dy +

Ly∫
0

C dy

) / (
2

Ly∫
0

Re (H) dy

)
. (13)

Подставляя (13) в (12), находим минимальное значение мощности энергии колебаний
в сечении с координатой x.

5. Результаты вычислений и их обсуждение. В расчетах использовались сле-
дующие константы материала пьезоэлектрической вставки: Ep = 69 · 109 Па, µp = 0,29,
ρp = 7800 кг/м3, d31 = 11 · 1011, константа демпфирования равна 0,001. Характеристики
материала пластины L-образной формы имели следующие значения: Es = 200 · 109 Па,
µs = 0,3, ρs = 7800 кг/м3. Коэффициент демпфирования конструкции вводится через
комплексный модуль Юнга E(1 + jη) (η = 0,001 — коэффициент механических потерь ма-
териала). Ширина пластины Ly = 0,8 м, толщина пластины h = 0,005 м, длины пластин 1
и 2 равны Lx1 = 1,5 м, Lx2 = 1,2 м. Длина пьезоэлектрической вставки lp = 0,3 м, ширина
bp = 0,6 м, толщина hp = 0,0008 м. Вставка расположена в интервале 1,0 м 6 xs 6 1,3 м.
Возбуждающая сила F0 находится на пластине 1 в точке с координатами x0 = 0,4 м,
y0 = 0,4 м, амплитуда силы равна F0 = 1 Н. Датчик рассогласования расположен на
пластине 2 в точке с координатами xe = 0,1 м, ye = 0,4 м.

Для оценки эффективности метода бегущих волн проведены расчеты с помощью этого

метода и метода конечных элементов (МКЭ) с использованием пакета MSC/NASTRAN.
На рис. 2 показана зависимость поперечного смещения от частоты колебаний, возбужда-
емых сосредоточенной силой при отсутствии управления потоком. Результаты приведены
для пластины L-образной формы в случае отсутствия на ней пьезоэлектрической вставки
и датчика рассогласования. На рис. 2 представлены результаты двух расчетов с помо-
щью МКЭ. В одном расчете для пластины 2 использовалось 2400 конечных элементов, во
в другом расчете — 864 конечных элемента. При низких частотах расчетные зависимо-
сти, полученные с использованием МКЭ и метода бегущих волн, практически совпадают.
На резонансных частотах, равных 119, 137, 175 и 190 Гц, собственные частоты, получен-
ные с использованием МКЭ и метода бегущих волн, различаются, причем с увеличением
возбуждающей силы различие возрастает. С увеличением числа конечных элементов соб-
ственные частоты, полученные с помощью МКЭ, сходятся к собственным частотам, по-
лученным методом бегущих волн. Это различие обусловлено тем, что при использовании
МКЭ увеличивается ошибка аппроксимации на модах высокого порядка. Кроме того, на
высоких частотах конструкция должна покрываться мелкой конечно-элементной сеткой,
что приводит к увеличению степеней свободы расчетной модели и тем самым к умень-
шению возможностей вычислительной машины [5]. Таким образом, при решении дина-
мических задач в случае средних и высоких частот метод бегущих волн является более

предпочтительным по сравнению с МКЭ.
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Рис. 2. Зависимость поперечного смещения от частоты в точке с координатами
x2 = 0,6 м, y2 = 0,4 м, расположенной на пластине 2:
1 — расчет с использованием волнового метода, 2, 3 — расчет с использованием МКЭ

(2 — 864 элемента, 3 — 2400 элементов)

На рис. 3,а представлена зависимость мощности волнового потока в пластине 2 от
частоты при низких частотах колебаний возбуждающей силы как при наличии пьезоэлек-
трической вставки, так и в ее отсутствие. Из приведенных результатов следует, что при
низких частотах возбуждающей силы мощность волнового потока в пластине 2 умень-
шается при оптимальном значении управляющего момента. Незначительное уменьшение
управляющего момента по сравнению с его оптимальным значением практически не ока-
зывает влияния на величину мощности волнового потока в пластине 2. Незначительное
уменьшение управляющего момента приводит к изменению только минимальных значений

мощности волнового потока.

На рис. 3,б представлена зависимость мощности волнового потока в пластине 2 от
частоты при высоких частотах колебаний возбуждающей силы как при наличии пьезо-
электрической вставки, так и в ее отсутствие. Из приведенных результатов следует, что
при высоких частотах возбуждающей силы мощность волнового потока в пластине 2 также
уменьшается при оптимальном значении управляющего момента. Незначительное умень-
шение управляющего момента по сравнению с его оптимальным значением практически

не оказывает влияния на величину мощности волнового потока в пластине 2.

На рис. 4 представлены зависимости мощности волнового потока в пластине 2 от ча-
стоты при низких и высоких частотах колебаний возбуждающей силы при наличии пьезо-
электрической вставки как с учетом колебаний в плоскости пластины, так и без их учета.
Из результатов, приведенных на рис. 4, следует, что при расчете эффективности умень-
шения мощности волнового потока с помощью пьезоэлектрического актуатора необходимо

учитывать колебания в плоскости пластины.

Заключение. Изучена задача управления мощностью волнового потока в пластине
L-образной формы с использованием пьезоэлектрической вставки в качестве актуатора.
При исследовании вибраций пластины L-образной формы применялись метод бегущих

волн и метод разложения решения по собственным функциям. Для вычисления оптималь-
ных значений управляющих моментов актуатора использован алгоритм упреждения на

основе метода наименьших квадратов. Исследовано влияние волн, распространяющихся
в плоскости пластины, на работу актуатора. Получены следующие результаты.



220 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2017. Т. 58, N-◦ 4

1
2
3

Px, äÁ

_200

_100

0

100

200

_250

_150

_50

50

150

100 4003002000 w, Ãö

Px, äÁ

60

40

80

100

120

140

180

160

4100 4200 4300 44004000 w, Ãö

à á

Рис. 3. Зависимость мощности волнового потока в пластине 2 от частоты (от-
счетная мощность равна 10−12 Вт):
а — 0 6 ω 6 500 Гц, б — 4000 Гц 6 ω 6 4500 Гц; 1 — результаты, полученные
в отсутствие управляющего момента, 2 — результаты, полученные при оптимальном
управляющем моменте, 3 — результаты, полученные при управляющем моменте, со-
ставляющем 98 % оптимального управляющего момента
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Рис. 4. Зависимость мощности волнового потока в пластине 2 от частоты (от-
счетная мощность равна 10−12 Вт):
а — 0 6 ω 6 500 Гц, б — 4000 Гц 6 ω 6 4500 Гц; 1 — результаты, полученные в
отсутствие управляющего момента, 2 — результаты, полученные с учетом колебаний
в плоскости пластины, 3 — результаты, полученные без учета колебаний в плоскости
пластины
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При малых частотах возбуждающей силы результаты, полученные с помощью метода
конечных элементов и метода бегущих волн, совпадают. При высоких частотах следует
использовать метод бегущих волн.

Мощность волнового потока в пластине 2 можно существенно уменьшить с помощью
пьезоэлектрического актуатора. Наличие актуатора с управляющими моментами, незна-
чительно отличающимися от оптимальных значений, практически не влияет на эффек-
тивность подавления вибраций.

Волны, распространяющиеся в плоскости пластины, влияют на мощность волнового
потока.Максимальные значения мощности волнового потока на резонансных частотах без
учета волн, распространяющихся в плоскости пластины, меньше, чем в случае их учета.
В диапазоне высоких частот это различие увеличивается.
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