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Рассмотрена задача о движении пульсирующего твердого тела — бесконечно длинного
кругового цилиндра — в колеблющейся вязкой жидкости в присутствии (или в от-
сутствие) внешнего стационарного силового воздействия. Применен метод возмущений.
Обнаружено, что решение задачи о среднем по времени движении тела существует то-
гда и только тогда, когда пульсации тела, колебания жидкости и внешнее силовое воз-
действие удовлетворяют определенному соотношению. Установлено наличие плоского
аналога явления преимущественно однонаправленного движения сжимаемого твердого
тела в колеблющейся жидкости.

Ключевые слова: твердое тело, вязкая жидкость, пульсации, колебания, внешнее си-
ловое воздействие, преимущественно однонаправленное движение тела.

Теоретическим и экспериментальным исследованиям движения включений в колеблю-
щейся (вибрирующей) жидкости посвящено большое число работ (см., например, [1–18]).

В [7] изложены экспериментальные результаты, свидетельствующие об обнаружении
явления преимущественно однонаправленного движения сжимаемого твердого тела в ко-
леблющейся жидкости. Это явление состоит в том, что сжимаемое твердое тело в жид-
кости, находящейся в замкнутом сосуде, вследствие заданных колебаний и деформаций
сосуда перемещается в заданном направлении. В [14] проведено математическое модели-
рование, поставлена и решена задача о движении пульсирующего твердого шара в колеб-
лющейся вязкой жидкости (достигнуто соответствие между теорией и экспериментом).

Настоящая работа посвящена изучению плоской модели— расширенного аналога про-
странственной модели, построенной в [14]; поставлена и решена задача о движении в ко-
леблющейся вязкой жидкости пульсирующего твердого кругового цилиндра, подвергаю-
щегося внешнему (по отношению к гидромеханической системе) стационарному силовому
воздействию. Обнаружено, в частности, что в плоской модели имеют место “разрешен-
ные” и “запрещенные” пульсации тела, колебания жидкости и внешнее силовое воздей-
ствие, для которых нетривиальное приближенное решение задачи о среднем по времени
движении тела соответственно существует и не существует.

1. В вязкой несжимаемой не ограниченной извне жидкости находится сжимаемое твер-
дое тело — бесконечно длинный круговой цилиндр. Скорость жидкости на бесконечности
относительно инерциальной прямоугольной системы координат X,Y, Z и радиус цилин-
дра периодически с периодом T изменяются со временем t; среднее по времени значение
скорости жидкости на бесконечности равно нулю. Ось цилиндра параллельна оси Z. Те-
чение жидкости не зависит от начальных условий и является плоским. Распределение со-
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ставляющей цилиндр среды симметрично относительно его оси. Каждая часть цилиндра
длиной l (“вписанная” между двумя плоскостями течения жидкости) имеет массу m и под-
вергается действию внешней постоянной силы Fв. Положение цилиндра характеризуется
радиус-вектором S точки пересечения оси цилиндра с плоскостью Z = 0.

Требуется определить зависимость S от t.
2. Перейдем к прямоугольной системе координат X1 = X −SX , X2 = Y −SY , X3 = Z

(SX , SY — соответственно X-, Y -компоненты вектора S).
Пусть τ = t/T ; A = A0(1 + κa) — радиус цилиндра (A0 (A0 > 0) — постоянная; κ

(0 6 κ < 1) — наибольшее значение |A−A0|/A0; a = Real
∞∑

n=1

an e2nπiτ (an — постоянные));

U = Ûu = ÛueX — скорость жидкости на бесконечности относительно системы коорди-

нат X, Y , Z (Û — наибольшее значение |U |; u = Real
∞∑

n=1

un e2nπiτ , un — постоянные;

eX = {1, 0, 0}); ε = ÛT/A0; ρ — плотность жидкости; µ = m/(πA2
0lρ); Ξ — линия пересе-

чения поверхности цилиндра с плоскостью X3 = 0; V — скорость жидкости; v = TV /A0;
P — давление в жидкости; p = T 2P/(ρA2

0); W = dS/dt — скорость цилиндра (оси цилин-
дра) относительно системы координат X, Y , Z; w = (1/A0) dS/dτ ; ν — кинематическая

вязкость жидкости; Re = A2
0/(νT ) — число Рейнольдса; R = {X1, X2, 0}; R = |R|; P —

тензор напряжений в жидкости; ℘ = T 2P/(ρA2
0); Fж — сила, действующая на часть ци-

линдра длиной l со стороны жидкости;

fж =
T 2Fж
ρA3

0l
= (1 + κa)

2π∫
0

(℘ · eR)
∣∣
r=1+κa

dθ

(eR = R/R; r = R/A0; θ — угол между векторами eX и eR); fв = T 2Fв/(ρA
3
0l).

Уравнение движения цилиндра (оси цилиндра, центра инерции части цилиндра дли-
ной l), уравнения Навье — Стокса и неразрывности и условия, которые должны выпол-
няться на линии Ξ и на бесконечности, имеют следующий вид:

fв + fж − πµ
dw

dτ
= 0,

∂v

∂τ
+ (v · ∇)v = −∇p+

1

Re
∆v − dw

dτ
,

∇ · v = 0, (2.1)

v = κ
da

dτ
eR на Ξ,

v ∼ εu−w при r →∞.

3. Дополним (2.1) соотношением

fв = εκfвeX , (3.1)

где fв — величина, не зависящая от ε, κ.
3.1. Будем рассматривать задачу (2.1), (3.1) при малых по сравнению с единицей

значениях ε.
Предположим, что при ε→ 0

v ∼ v(0) + εv(1), p ∼ p(0) + εp(1), w ∼ w(0) + εw(1). (3.2)
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Используя (2.1), (3.1), (3.2), в M -м (M = 0, 1) приближении найдем

MκfвeX + f (M) − πµ
dw(M)

dτ
= 0,

∂v(M)

∂τ
+ (v(0) · ∇)v(M) +M(v(1) · ∇)v(0) +∇p(M) − 1

Re
∆v(M) +

dw(M)

dτ
= 0,

∇ · v(M) = 0, (3.3)

v(M) = (1−M)κ
da

dτ
eR при r = 1 + κa,

v(M) ∼Mu−w(M) при r →∞.

Здесь

f (M) = (1 + κa)
2π∫
0

(℘(M) · eR)
∣∣
|r=1+κa

dθ (3.4)

(℘(M) есть ℘ при v = v(M), p = p(M)).
Пусть M = 0.
При ε = 0 ось цилиндра неподвижна относительно системы координатX, Y, Z, течение

жидкости в плоскости X3 = 0 симметрично относительно начала координат X1, X2, X3.
Задача (3.3) имеет решение

v(0) = κ(1 + κa)
da/dτ

r
eR; (3.5)

p(0) = −κ
(d [(1 + κa) da/dτ ]

dτ
ln r +

κ(1 + κa)2(da/dτ)2

2r2

)
+ c(0);

w(0) = 0, (3.6)

где c(0) — функция τ .
Пусть M = 1.
Будем рассматривать задачу (3.3) при малых по сравнению с единицей значениях κ

(значения ε малы по сравнению со значениями κ).
Из (3.5) следует, что при κ → 0

v(0) ∼ κv
(0)
(1)

= κ
da/dτ

r
eR. (3.7)

Предположим, что при κ → 0

v(1) ∼ v
(1)
(0)

+ κv
(1)
(1)
, p(1) ∼ p

(1)
(0)

+ κp(1)
(1)
, w(1) ∼ w

(1)
(0)

+ κw
(1)
(1)
. (3.8)

Используя (3.3), (3.4), (3.7), (3.8), в N -м (N = 0, 1) приближении найдем

NfвeX + f
(1)
(N)

− πµ
dw

(1)
(N)

dτ
= 0; (3.9)

∂v
(1)
(N)

∂τ
+∇p(1)

(N)
− 1

Re
∆v

(1)
(N)

+
dw

(1)
(N)

dτ
= −N [(v

(0)
(1)
· ∇)v

(1)
(0)

+ (v
(1)
(0)
· ∇)v

(0)
(1)

],

∇ · v(1)
(N)

= 0,

v
(1)
(N)

= −N
∂v

(1)
(0)

∂r
a при r = 1,

(3.10)

v
(1)
(N)

∼ (1−N)u−w
(1)
(N)

при r →∞.
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Здесь

f
(1)
(N)

=

2π∫
0

{[
℘

(1)
(0)
aN +N

(∂℘(1)
(0)

∂r
a+ ℘

(1)
(1)

)]
· eR

}∣∣∣
r=1

dθ (3.11)

(℘
(1)
(0)
и ℘

(1)
(1)
есть ℘ при v = v

(1)
(0)

, p = p
(1)
(0)
и v = v

(1)
(1)

, p = p
(1)
(1)
соответственно).

Пусть N = 0.
Согласно (3.10), (3.11)

v
(1)
(0)

= ∇× (ψ(0)eZ),

p
(1)
(0)

=
[
−
dw(0)

dτ
sin θ −

∂2ψ(0)

∂τ ∂r
+

1

Re

∂2

∂r2

(1

r

∂

∂r
(rψ(0))

)]
r ctg θ + c(0);

w
(1)
(0)

= w(0)eX , w(0) = Real
∞∑

n=1

w(0)n e2nπiτ ; (3.12)

f
(1)
(0)

= f(0)eX , f(0) = π
(dw(0)

dτ
+

2

Re
Real

∞∑
n=1

(un − w(0)n)q2n
K2(qn)

K0(qn)
e2nπiτ

)
. (3.13)

Здесь

ψ(0) =
(
(u− w(0))r

2 − Real
∞∑

n=1

(un − w(0)n)
qnK2(qn)− 2rK1(qnr)

qnK0(qn)
e2nπiτ

)sin θ

r
;

eZ = {0, 0, 1}; w(0)n — постоянные; c(0) — функция τ ; qn = (1 + i)
√
nπRe; K0, K1, K2 —

функции Макдональда.
Используя (3.9), (3.12), (3.13), получим

w(0)n = 2unqnK2(qn)/Dn (n = 1, 2, . . . ),

где Dn = (µ+ 1)qnK0(qn) + 4K1(qn) (Dn 6= 0 при 0 6 µ <∞, 0 < Re <∞ (см. [19])).
Пусть N = 1.
Согласно (3.10), (3.11)

v
(1)
(1)

= ∇× (ψ̄(1)eZ) + ṽ(1),

p
(1)
(1)

=
{ 1

Re

∂2

∂r2

[1

r

∂

∂r
(rψ̄(1))

]
− 1

r2
∂

∂r

(
r

1∫
0

∂ψ(0)

∂r

da

dτ
dτ

)}
r ctg θ + p̃(1) + c(1);

w
(1)
(1)

= (w̄(1) + w̃(1))eX ; (3.14)

f
(1)
(1)

= (f̄(1) + f̃(1))eX . (3.15)

Здесь

ψ̄(1) =
(
− w̄(1)r

2 +
1− µ

32
Real

∞∑
n=1

a∗nun
q2n
Dn

[
2qnK0(qn)− (q2n + 4)K1(qn) + q3nχn

∣∣
r=1

+

+ 2qnr
2K0(qnr)− r(q2nr

2 + 12)K1(qnr) + qnr
2(q2nr

2 + 8)χn

])sin θ

r
;

a∗n — постоянные, комплексно-сопряженные с постоянными an;
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χn =

∞∫
r

K0(qnr
′)

r′
dr′; ṽ(1) = Real

∞∑
n=1

vn e2nπiτ ; p̃(1) = Real
∞∑

n=1

pn e2nπiτ ;

vn, pn — функции r, θ; c(1) — функция τ ;

w̄(1) =
1− µ

16
Real

∞∑
n=1

a∗nun
q2n
Dn

[
2qnK0(qn)− (q2n + 8)K1(qn) + qn(q2n + 4)χn

∣∣
r=1

]
; (3.16)

w̃(1) = Real
∞∑

n=1

w(1)n e2nπiτ ;

w(1)n — постоянные;

f̄(1) = −2π2 Imag
∞∑

n=1

na∗nun; (3.17)

f̃(1) = Real
∞∑

n=1

f(1)n e2nπiτ ;

f(1)n — постоянные.
Используя (3.9), (3.14), (3.15), (3.17), получим

2π2 Imag
∞∑

n=1

na∗nun = fв. (3.18)

Соотношение (3.18), связывающее между собой пульсации радиуса цилиндра, коле-
бания скорости жидкости на бесконечности и оказываемое на цилиндр внешнее силовое

воздействие, представляет собой необходимое и достаточное условие существования реше-
ния задачи о среднем по времени движении цилиндра.

В соответствии с (3.18) пульсации тела, колебания жидкости и внешнее силовое воз-
действие подразделяются на “разрешенные” и “запрещенные”.

3.2. Пусть ε 6= 0, κ 6= 0 (ε > 0, κ > 0) и выполняется (3.18). Тогда согласно (3.2),
(3.6), (3.8), (3.12), (3.14)

S = W̄ t+ S̃.

Здесь W̄ = εκ(A0/T )w̄(1)eX — средняя по времени скорость цилиндра; w̄(1) — величина,
которая определяется формулой (3.16);

S̃ = S0 + Real
∞∑

n=1

Sn e2nπiτ eX ;

S0, Sn — постоянные.
4. Остановимся на эффекте преимущественно однонаправленного движения сжимае-

мого твердого тела в колеблющейся жидкости.
Данный эффект не связан с тем, что тело подвергается внешнему силовому воздей-

ствию [7, 14]. Ввиду этого положим fв = 0.
Используя (3.18), получим

Imag
∞∑

n=1

na∗nun = 0. (4.1)
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Соотношение (4.1), связывающее между собой пульсации радиуса цилиндра и колеба-
ния скорости жидкости на бесконечности (при w̄(1) 6= 0), представляет собой необходимое
и достаточное условие совершения цилиндром преимущественно однонаправленного дви-
жения.

Отметим, что (4.1) выполняется, например, при a = u = cos (2πτ).
Подчеркнем, что в пространственной модели, построенной в [14], какие-либо условия,

аналогичные (4.1), отсутствуют.
5. Вернемся к соотношению (3.18).
5.1. В стационарной составляющей задачи о движении жидкости вокруг цилиндра

числом Рейнольдса является величина

Re′ = εκ Re . (5.1)

Согласно (5.1) при ε → 0, κ → 0 (и постоянном Re) Re′ → 0, т. е. в данной подзадаче
имеет место стационарное обтекание цилиндра вязкой жидкостью в приближении малых

значений числа Рейнольдса Re′. При этом “классический” парадокс Стокса (см., напри-
мер, [20]) отсутствует. Тем не менее в данной подзадаче содержится особенность, анало-
гичная, родственная парадоксу Стокса; выражение (3.16) для w̄(1) определяется уже при

нахождении решения подзадачи о течении жидкости без использования уравнения (3.9).
Ввиду этого уравнением (3.9) обусловливается возникновение дополнительного условия —
соотношения (3.18), которому должны удовлетворять пульсации тела, колебания жидкости
и внешнее силовое воздействие. Таким образом, причина присутствия в плоской модели
соотношения (3.18) состоит в малости значений числа Рейнольдса Re′.

5.2. В соответствии с (3.18) любые “запрещенные” пульсации тела, колебания жид-
кости и внешнее силовое воздействие могут быть сделаны “разрешенными” посредством
коррекции внешнего силового воздействия. Таким образом, в плоской модели при любых
пульсациях тела и колебаниях жидкости происходит среднее по времени движение тела

со скоростью W̄ , если на тело оказывается “подходящее” внешнее силовое воздействие.
6. Как нетрудно заметить, для задачи, поставленной и решенной в настоящей работе,

характерно то, что рассматриваемая в ней жидкость обладает бесконечно большой кине-
тической энергией. В связи с этим необходимо подчеркнуть, что такого рода ситуация
имеет место, в частности, в любой плоской, пространственной, стационарной, нестаци-
онарной задаче о течении не ограниченной извне идеальной, вязкой, сжимаемой, несжи-
маемой жидкости, совершающей на бесконечности однородное движение; это, однако, не
ставит под сомнение очевидную целесообразность изучения подобных задач.

Авторы выражают благодарность И. Е. Каревой за участие в данном исследовании
на предварительном этапе.
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19. Erdélyi A., Kermack W. O. Note on the equation f(z)K ′
n(z)−g(z)Kn(z) = 0 // Proc. Cambr.

Philos. Soc. 1945. V. 41, pt 1. P. 74–75.
20. Кочин Н. Е. Теоретическая гидромеханика / Н. Е. Кочин, И. А. Кибель, Н. В. Розе. М.:

Физматгиз, 1963. Ч. 2.

Поступила в редакцию 9/XI 2011 г.,
в окончательном варианте — 13/VIII 2012 г.


