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Аналитически решается задача о проникании жесткого ударника в полубесконечную
преграду для определения зависимости угла разлета эжекционных частиц (угла эжек-
ции) от глубины проникания ударника. Задача рассматривается в предположении плос-
кого деформированного состояния материала преграды. Для описания механических
свойств материала преграды принимается гипотеза его несжимаемости и идеальной
пластичности. На основе энергетического баланса получено уравнение движения (про-
никания) ударника. Углы эжекции определяются из условия минимума мощности внут-
ренних сил. Установлено, что в случае проникания ударника на бесконечную глубину
предельное значение угла эжекции (угла возвышения) составляет приблизительно 84◦.
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Введение. Взаимодействие ударника с твердой преградой при достаточно больших
скоростях удара приводит к его фрагментации с образованием потока частиц, эжектиру-
емых с большой скоростью в ту область полупространства (относительно преграды), из
которой вылетел ударник. Такие частицы называются эжекционными частицами (ЭЧ).
Процессы эжекции частиц исследовались, например, в работах [1–5]. Основными парамет-
рами, характеризующими ЭЧ, являются углы их разлета по отношению к поверхности

преграды и пространственное распределение по массам, размерам, скоростям, количеству
и фазовому состоянию.

Обычно выделяются три типа эжекции частиц [1, 2].
1. Испускание небольшого количества мелких и быстрых частиц, эжектируемых под

острыми углами на ранней стадии удара. Масса этих частиц составляет порядка сотых
долей 1 % массы ударника, а их скорость превышает скорость ударника в 2–3 раза.

2. Формирование на более поздней стадии проникания ударника конуса быстрых ча-
стиц, исходящих из кратера или отверстия, образующегося вследствие удара, и эжекти-
руемых при приблизительно постоянном угле возвышения. Для тонких преград масса вы-
брасываемых частиц составляет приблизительно 25 % массы ударника, а в случае преград
большой толщины превышает массу ударника.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего образования

РФ (номер государственной регистрации 121112200122-7).

c© Головешкин В. А., Мягков Н. Н., Шумихин Т. А., 2022



В. А. Головешкин, Н. Н. Мягков, Т. А. Шумихин 131

3. В случае хрупких материалов откол со стороны удара крупных фрагментов, эжек-
тируемых с малыми скоростями.

Таким образом, в случае пластичных материалов наиболее важным является иссле-
дование конуса эжекты.

Существует достаточно большое количество эмпирических моделей, описывающих
эжекцию с учетом общей массы ЭЧ и преграды, физического состояния ЭЧ, их распре-
деления по размерам и скоростям, угла эжекции (угла разлета ЭЧ). Обзор эмпирических
моделей приведен в работе [1]. Следует отметить, что угол эжекции не является постоян-
ной величиной. На начальном этапе ударного воздействия, когда головная часть ударника
входит в контакт с преградой, угол эжекции (угол возвышения) имеет минимальное значе-
ние. В процессе проникания угол эжекции увеличивается до максимального (предельного)
значения. Например, при ударе алюминиевого ударника по алюминиевой преграде макси-
мальное значение угла возвышения составляет γ ≈ 64◦ [6], а при ударе стального ударника
по стеклу — γ = 60÷ 70◦ [7].

Представляет интерес исследование зависимости угла эжекции от глубины проника-
ния ударника в преграду. Например, изучение этой зависимости в работе [8] позволило
объяснить распределение следов, оставляемых потоками ЭЧ на коллекторах в эксперимен-
тах [4, 5].

В настоящей работе аналитически решается задача о проникании жесткого ударника

в бесконечную преграду. Задача рассматривается в предположении плоского деформиро-
ванного состояния материала преграды. Целью работы является построение механической
модели, позволяющей оценить углы эжекции и определить зависимость этих углов от глу-
бины проникания ударника.

1. Модель взаимодействия жесткого ударника с деформируемой преградой.
Для описания деформации материала преграды предложена модель, близкая к модели, ис-
следованной в [9]. Принимается гипотеза несжимаемости и идеальной пластичности ма-
териала полубесконечной преграды с пределом текучести Yp и плотностью ρ. Ударник
считается абсолютно жестким телом.

Рассмотрим схему взаимодействия ударника и преграды (рис. 1). Считаем, что дефор-
мация происходит в плоскости XY . Сечение ударника данной плоскостью имеет форму

прямоугольника. Ось X проходит по начальной недеформированной поверхности, ось Y
перпендикулярна этой поверхности. Поперечный размер ударника равен 2l. Ударник дви-
жется перпендикулярно преграде. Текущая глубина проникания принимается равной 2h.
В силу плоского характера деформации далее все величины отнесены к единице длины

в направлении, перпендикулярном плоскости XY .Массу ударника на единицу длины при-
нимаем равной M .

Рассмотрим случай, когда поле скоростей симметрично относительно оси Y . Скорость
ударника принимаем равной V , в начальный момент V = V0.

Область деформирования материала преграды состоит из следующих зон.
Зона I (сегмент круга A1BA). Материал преграды движется вместе с ударником как

жесткое тело. Размеры сегмента — угол β и положение центра O1 — определяются в

процессе решения. Соответствующие скорости равны ux = 0, uy = V .
Зона II (сектор кольца A1BACB1C1 с центром в точке O1). Размеры сектора опре-

деляются в ходе решения. Полагаем O1A = a, O1C = b. В локальной полярной системе
координат (r, ϕ) с центром в точке O1 (полярная ось совпадает с осью Y ) принимается
гипотеза, что скорость uϕ зависит только от угла ϕ, т. е. uϕ = f(ϕ). Тогда в силу условия
несжимаемости

∂ur

∂r
+

ur

r
+

1

r

∂uϕ

∂ϕ
= 0.
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Рис. 1. Схема задачи о проникании ударника в преграду

Следовательно, ∂ (rur)/∂r = −df/dϕ. Интегрируя это выражение, имеем ur = −df/dϕ +
g(ϕ)/r. Полагая ur = 0 при r = b, получаем ur = (df/dϕ)(b− r)/r. В силу непрерывности
нормальной скорости при r = a выполняется условие (df/dϕ)(b − a)/a = V cos ϕ. Так как
f(0) = 0, то f(ϕ) = (V a/(b− a)) sin ϕ. Тогда окончательно получаем

ur =
V a

b− a

b− r

r
cos ϕ, uϕ =

V a

b− a
sin ϕ.

Зона III. Материал движется как жесткое тело со скоростью V1 в направлении CE,
составляющем угол γ с осью X. Заметим, что угол γ является углом эжекции. В силу
непрерывности нормальной скорости на участке AC имеем

V1 cos (γ − β) =
V a

b− a
sin β, V1 =

V a

b− a

sin β

cos (γ − β)
.

Кинетическую энергию системы E (на единицу длины) можно представить в виде
суммы кинетической энергии ударника

E1 =
1

2
MV 2

(M — масса ударника, отнесенная к единице длины), кинетической энергии в зоне I

E2 =
1

2
ρV 2a2

(
β − 1

2
sin (2β)

)
,

кинетической энергии в зоне II

E3 =
1

2
ρV 2 a2

(b− a)2

[
2β

(
b2 ln

b

a
− (b− a)2

)
+ sin (2β)

(
b2 ln

b

a
− 2b(b− a)

)]
,



В. А. Головешкин, Н. Н. Мягков, Т. А. Шумихин 133

кинетической энергии в зоне III

E4 =
1

2
ρV 2 a2

(b− a)2
sin2 β

cos2(γ − β)

(
2lh + 2h2 sin β +

+
1

2
h(b− a) sin (2β) +

[h + (b− a) cos β]2

tg γ

)
. (1)

В (1) предполагалось, что вся масса материала (в том числе масса вытесненного удар-
ником материала, не показанного на рис. 1) находится в зоне, ограниченной линией
E1C1A1ACE (зоне III). Полная кинетическая энергия E равна

E = E1 + E2 + E3 + E4.

Полную мощность внутренних сил W можно представить в виде суммы

W = W1 + W2 + W3 + W4 + W5.

Мощность W1 в деформируемой зоне II равна

W1 = Yp

√
2

3

∫ ∫
A1BACB1C1

√
ε2
r + ε2

ϕ + ε2
rϕ r dr dϕ.

В результате интегрирования по площади получаем

W1 = Yp
4√
3

V ab

b− a
ln

b

a

β∫
0

√
1− 3

4
sin2 ϕ dϕ.

Мощность W2 на линии A1BA, на которой касательная скорости имеет разрыв, равна

W2 =

∫
A1BA

Yp√
3

[v] ds.

С учетом того, что разрыв скорости [v] на линии A1BA равен [v] = (V a/(b − a)) | sin ϕ|,
получаем

W2 =
2Yp√

3

V a2

b− a
(1− cos β).

Мощность W3 — мощность на линии C1B1C, на которой касательная скорости имеет
разрыв. Поскольку разрыв скорости [v] на этой линии равен [v] = (V a/(b − a)) | sin ϕ|,
получаем

W3 =
2Y√

3

V ab

b− a
(1− cos β).

Мощность W4 — мощность на линиях C1E1 и EC, на которых касательная скорости
имеет разрыв. Учитывая, что разрыв скорости [v] на этих линиях равен [v] = (V a/
(b− a)) sin β/ cos (γ − β), а их суммарная длина L = 2(h + (b− a) cos β)/ sin γ, имеем

W4 =
2Y√

3

V a

b− a

sin β

cos (γ − β)

h + (b− a) cos β

sin γ
.

МощностьW5 — мощность на линиях C1A1 и AC, на которых касательная скорости имеет
разрыв. Учитывая, что разрыв скорости [v] на этих линиях равен

[v] =
V a

b− a

b− r

r
cos β +

V a

b− a

sin β

cos (γ − β)
sin (γ − β),
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получаем

W5 =
2Y√

3

V a

b− a

[(
b ln

b

a
− (b− a)

)
cos β +

sin β

cos (γ − β)
sin (γ − β)(b− a)

]
.

Выражение для полной кинетической энергии системы представим в виде

E =
1

2
V 2[M + ρl2F (x, h̄, β, γ)].

Учитывая, что a = l/ sin β, и вводя обозначения x = b/a, h̄ = h/l (далее черта над h
опускается), имеем

F (x, h, β, γ) =
β − (1/2) sin (2β)

sin2 β
+

+
1

sin2 β (x− 1)2
{2β[x2 ln x− (x− 1)2] + sin (2β) [x2 ln x− 2x(x− 1)]}+

+
1

(x− 1)2
sin2 β

cos2 (γ − β)

{
2h + 2h2 sin β + h(x− 1) cos β +

[h + ((x− 1)/ sin β) cos β]2

tg γ

}
.

Выражение для полной мощности W представим в виде

W =
2YpV√

3
lG(x, h, β, γ),

где

G(x, h, β, γ) =
2x

x− 1
ln x

1

sin β

β∫
0

√
1− 3

4
sin2 ϕ dϕ +

x + 1

x− 1

1− cos β

sin β
+

+
1

x− 1

sin β

cos (γ − β)

h + (x− 1) cos β/ sin β

sin γ
+

+
1

x− 1

(
[x ln x− (x− 1)]

cos β

sin β
+

sin β

cos (γ − β)
sin (γ − β)(x− 1)

)
. (2)

Закон изменения скорости определяется уравнением

dE

dt
+ W = 0. (3)

Используя приведенные выше соотношения для кинетической энергии и полной мощности,
из (3) получаем

d

dt

(1

2
V 2[M + ρl2F (x, h, β, γ)]

)
+

2YpV√
3

lG(x, h, β, γ) = 0.

Так как dh/dt = V/l, то можно исключить время t и определить скорость как функцию
глубины проникания h с помощью дифференциального уравнения

(M + ρl2F )
dV

dh
= −1

2
ρl2V

∂F

∂x

dx

dh
− 1

2
ρl2V

∂F

∂β

dβ

dh
−

− 1

2
ρl2V

∂F

∂γ

dγ

dh
− 1

2
ρl2V

∂F

∂h
− 2Y√

3

l2

V
G(x, h, β) (4)

при условии V = V0 на начальной недеформированной поверхности h = 0.
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2. Оценка величины угла эжекции в зависимости от глубины проникания

ударника. Значения x, β, γ определяются из условия минимума мощности внутренних
сил при дополнительном условии 0 6 β 6 γ 6 π/2. Заметим, что с приемлемой точностью
выполняется соотношение

β∫
0

√
1− 3

4
sin2 ϕ dϕ =

13

16
β +

3

32
sin (2β).

Таким образом, из (2) следует

G(x, h, β, γ) =
x

x− 1
ln x

(13

8

β

sin β
+

3

8
cos β +

cos β

sin β

)
+

x + 1

x− 1

1− cos β

sin β
+

+
h

x− 1

sin β

cos (γ − β)

1

sin γ
+

cos β

cos (γ − β)

1

sin γ
− cos β

sin β
+

sin β

cos (γ − β)
sin (γ − β). (5)

Из условий

∂G

∂x
= 0,

∂G

∂β
= 0,

∂G

∂γ
= 0

и (5) получаем систему уравнений для определения x, β, γ, которая может быть представ-
лена в виде

(x− 1− ln x)
(13

8
β +

3

8
sin β cos β + cos β

)
− 2(1− cos β)− h

sin2 β

cos (γ − β)

1

sin γ
= 0; (6)

x ln x
(13

8
(sin β − β cos β)− 3

8
sin3 β − 1

)
+ (x + 1)(1− cos β) +

+ h
1

sin γ

sin2 β cos γ

cos2 (γ − β)
− (x− 1) sin2 β

cos2 (γ − β)
+ (x− 1)− (x− 1)

sin β

cos2 (γ − β)
= 0; (7)

−(h sin β + (x− 1) cos β) cos (2γ − β) + (x− 1) sin β sin2 γ = 0. (8)

Поскольку глубина проникания ударника h входит в соотношения (6)–(8) в качестве па-
раметра, величины x, β и угол возвышения γ могут быть определены из решения этих
уравнений как функции глубины проникания h при условии 0 6 β 6 γ 6 π/2.

Согласно (8)

tg γ =
h tg2 β + (x− 1) tg β +

√
D

h tg β + (x− 1)(tg β/ cos β + 1)
, (9)

где

D = h2 tg2 β

cos2 β
+ h(x− 1)

(
2

tg β

cos2 β
+

tg2 β

cos β

)
+ (x− 1)2

( 1

cos2 β
+

tg β

cos β

)
.

Если значение tg γ, вычисленное по формуле (9), не удовлетворяет условию tg γ > tg β,
то полагаем γ = β. Это означает, что минимум мощности достигается на границе области
допустимых значений γ.

Из соотношений (6)–(8) следует, что величины x, β, γ не зависят от материальных па-
раметров ударника и преграды. Материальные параметры входят только в уравнение (4),
из которого определяется зависимость скорости проникания от глубины h.

Расчеты показали, что γ = β. На рис. 2 приведена расчетная зависимость угла эжек-
ции γ от глубины проникания h.
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Рис. 2. Зависимость угла эжекции γ от глубины проникания h

С учетом γ = β из соотношений (7), (8) получаем

x

x + 1
ln x

(13

8
(sin γ − γ cos γ)− 3

8
sin3 γ − 1

)
+ 1− cos γ = 0. (10)

При h → ∞ очевидно, что x → ∞ и γ → α, где 0 < α < π/2 — предельный угол

возвышения, полученный как решение уравнения

13

8
(sin α− α cos α)− 3

8
sin3 α− 1 = 0. (11)

Соотношение (11) следует из (10) при x → ∞. Из (11) получаем α ≈ 84,05◦. С увеличе-
нием h значение γ медленно приближается к α, что обусловлено логарифмической рас-
ходимостью в соотношении (10) при x → ∞ вследствие двумерности рассматриваемой

задачи.
Заключение. В работе аналитически исследуется задача о проникании жесткого

ударника в бесконечную преграду для определения зависимости угла вылета эжекционных

частиц (угла эжекции) от глубины проникания ударника.
Установлено, что угол эжекции не зависит от материальных параметров ударника и

преграды. Оценки, выполненные с помощью рассматриваемой модели, показывают, что
при глубине проникания компактного ударника h = 0,5 ÷ 2,0 (в единицах поперечного
размера) угол эжекции равен γ = 58 ÷ 65◦. Эти значения γ согласуются с известными
экспериментальными данными γ ≈ 60◦ [3], γ ≈ 55◦ [5] и γ = 60÷ 70◦ [7].

Для ударника в виде длинного стержня при большой глубине проникания h � 1 угол
эжекции незначительно изменяется с увеличением h. В случае h → ∞ полученный пре-
дельный угол возвышения равен α ≈ 84◦. Данное значение предельного угла α превышает
значения, полученные экспериментальным путем (например, α = 64◦ [6]). Это обусловлено
тем, что, во-первых, решается двумерная задача и, во-вторых, в эксперименте, как прави-
ло, используются преграды, толщина которых не превышает 10–20 поперечных размеров
ударника. В этом случае угол эжекции составляет γ = 72÷75◦. Кроме того, в представлен-
ной модели учитывается только направление возможного движения отделяющихся частиц

эжекции, но само условие их отделения не используется. Экспериментальные исследования
показывают, что отделение частиц эжекции (которые формируют конус эжекции в экспе-
рименте) заканчивается раньше, чем прекращается движение материала в деформируемой
преграде. Таким образом, предельный угол эжекции должен иметь меньшее значение, если
модель учитывает формирование (отделение) эжекционных частиц.
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