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ного случая одномерные уравнения газовой динамики в лагранжевых координатах. При-
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Введение. Для одномерных уравнений газовой динамики известны четыре закона со-
хранения: массы, импульса, энергии и центра масс. При использовании лагранжевых коор-
динат эти законы сохранения являются следствием симметрий, соответствующих сдвигам
по времени и пространству, и симметрии, соответствующей преобразованиям Галилея [1].
Произвольный вид уравнения состояния приводит к наличию произвольной функции в

уравнениях газовой динамики, что в свою очередь приводит к расширению допустимой

группы. Несмотря на то что свойства уравнений газовой динамики достаточно изучены,
их исследование продолжает представлять интерес. Одним из направлений исследований
является поиск законов сохранения, в том числе с использованием теоремы Нетер.

Теорема Нетер, являющаяся фундаментальной теоремой, позволяет связать симмет-
рии физической системы с лагранжианом и законами сохранения для соответствующих

уравнений Эйлера — Лагранжа [2]. Во многих работах теорема Нетер используется для
вывода законов сохранения не только дифференциальных уравнений, но и разностных
[3–6]. В [4] использовались симметрии уравнений магнитной гидродинамики и газовой
динамики в эйлеровых переменных. С использованием теоремы Нетер были построены

соответствующие законы сохранения в эйлеровом и лагранжевом виде. Авторы [5] иссле-
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довали законы сохранения, связанные с растяжениями одномерных уравнений идеальной
газодинамики. В работе [7] показано, что новые законы сохранения одномерной газовой ди-
намики можно получить из нелокальных симметрий. В [6] использовалось представление
Клебша для формирования законов сохранения в простой форме.

В настоящей работе рассмaтривается класс моделей, которые можно получить с по-
мощью подхода, разработанного в [8, 9], где изучались уравнения вида

ρ̇ + ρ div (u) = 0, ρu̇ +∇p = 0, Ṡ = 0, p = ρ
δW

δρ
−W. (1)

Здесь∇— градиент относительно пространственных переменных; ρ — плотность; u — по-
ле скоростей; p — давление; S — энтропия; W — заданный потенциал; знак “·” обозначает
материальную производную по времени: ḟ = df/dt = ft + u∇f ; t — время; δW/δρ — ва-
риационная производная от W по ρ при фиксированном значении u. Класс дисперсионных
моделей (1) является примером сред, поведение которых зависит не только от термоди-
намических переменных, но и от их производных по пространству и времени. Одним из
примеров таких моделей являются уравнения Серра — Су — Гарднера — Грин — Нагхди

с функцией W (ρ, ρ̇), исследование которых в лагранжевых координатах проведено в [10].
Уравнения газовой динамики являются частным случаем класса моделей (1), где W =

W (ρ, S).
Для одномерных уравнений газовой динамики имеем

ρ(ut + uux) + px = 0, ρt + uρx + ρux = 0, St + uSx = 0, (2)

где p(ρ, S) = ρWρ −W . Используя лагранжиан

L = ρu2/2−W,

уравнение (2) в массовых лагранжевых координатах (t,X) (x = ϕ(t,X)) сводится к урав-
нению [11, 12]

ϕtt = DXp. (3)

Уравнение (3) является уравнением Эйлера — Лагранжа для экстремалей функцио-

нала вида

∫ ∫
L dt dX. Это свойство уравнения (3) позволяет рассматривать некоторые

краевые задачи одномерной газовой динамики как задачи вариационного исчисления.
Целью настоящей работы является получение законов сохранения уравнения (3), где

p = p(X, ϕX) (pX 6= 0). Поскольку уравнение (3) является уравнением Эйлера — Ла-
гранжа с подходящим лагранжианом, используются лагранжевы координаты. С помощью
метода группового анализа [13] находится допустимая группа Ли уравнения Эйлера —
Лагранжа, с использованием допустимых операторов проверяется инвариантность вариа-
ционного интеграла относительно действия этой допустимой симметрии [14, 15]. Наконец,
с использованием теоремы Нетер [2] получаются законы сохранения.

Групповые свойства уравнения вида (3), где p = p(X, ϕ, ϕX), изучались во многих
работах. В [16] представлен ряд уравнений, поиск решений которых можно свести к ре-
шению квазилинейного волнового уравнения ϕtt = [f(ϕ)ϕX ]X , где f ′ 6= 0. Среди таких
уравнений уравнения мелкой воды, конечной нелинейной струны, упругопластических ма-
териалов. Для случая политропного газа (p = −b(X)ϕγ

X , γ > 1) групповая классификация
уравнения (3) проведена в [17]. В [18, 19] уравнение (3) исследовалось при p = −c(X)ϕX .
В [1] с помощью теоремы Нетер получены законы сохранения одномерных уравнений газо-
вой динамики политропного газа в лагранжевых координатах, в [20] исследованы модели
с лагранжианом вида ϕ2

t /2 + g(ϕX) + h(ϕ).
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Заметим, что во всех указанных выше работах для уравнений газовой динамики сим-
метрия уравнения (3) изучалась только для частных случаев функции p = −b(X)ϕγ

X
при γ > 1 или γ = 1 (газ Чаплыгина, в случае если b(X) = const). В настоящей рабо-
те проводится полная групповая классификация уравнения (3) с произвольной функцией
p = p(X, ϕX) (pX 6= 0).

1. Теорема Нетер. Пусть выражение

Y = ξi ∂

∂xi
+ ηα ∂

∂uα
+ ζα

i
∂

∂uα
i

+ ζα
i1i2

∂

∂uα
i1i2

+ . . .

является оператором Ли — Бэклунда и F = F (x, u, p). Здесь x = (x1, x2, . . . , xn) — неза-
висимые переменные; u = (u1, u2, . . . , um) — зависимые переменные; p — производные

переменных uα
i1,...,is

до конечного порядка. Продолжения операторов определяются по клас-

сическим формулам [13]

ζα
i = Di(η

α)− uα
j Di(ξ

j), ζα
i1i2

= Di2Di1(η
α)− uα

j Di2Di1(ξ
j)− uα

ji1
Di2(ξ

j),

ζα
i1,...,is = Di1 · · ·Dis(W

α) + ξjuα
ji1,...,is , s = 1, 2, . . . ,

где Di — полные производные по xi:

Di =
∂

∂xi
+ uα

i
∂

∂uα
+ uα

ii1

∂

∂uα
i1

+ uα
ii1i2

∂

∂uα
i1i2

+ . . . , i = 1, 2, . . . , n.

Теорема Нетер основана на двух тождествах. Первое тождество называется тожде-
ством Нетер [14]

Y F + FDi(ξ
i) = Wα δF

δuα
+ Di(N

iF ), (4)

где оператор

δ

δuα
=

∂

∂uα
+

∑
s>1

(−1)sDi1 · · ·Dis
∂

∂uα
i1,...,is

(5)

представляет собой вариационные производные. Функции Wα = ηα − ξjuα
j называются

характеристическими функциями, оператор N i задается следующим образом:

N iF = ξiF + Wα δF

δuα
i

+
∑
s>1

Di1 · · ·Dis(W
α)

δF

δuα
ii1i2,...,is

(i = 1, 2, . . . , n).

Здесь вариационные производные δF/δuα
ii1i2,...,is

получаются из (5) путем замены uα на

соответствующие производные uα
i1i2,...,is

.

Теорема 1 (теорема Нетер). Если оператор Y допускается уравнениями Эйле-
ра — Лагранжа

δF

δuα
= 0, α = 1, 2, . . . ,m (6)

и удовлетворяет условию

Y F + FDi(ξ
i) = 0, (7)

то координаты вектора C = (C1, . . . , Cn) (Ci = N iF ) удовлетворяют закону сохране-
ния

Di(C
i) = 0
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уравнений (6), где

Ci = ξiL + Wα
[ ∂L

∂uα
i

−Dj

( ∂L

∂uα
ij

)
+ DjDk

( ∂L

∂uα
ijk

)
− . . .

]
+

+ Dj

(
Wα

)[ ∂L

∂uα
ij

−Dk

( ∂L

∂uα
ijk

)
+ . . .

]
+ DjDk

(
Wα

)[ ∂L

∂uα
ijk

− . . .
]
.

Замечание. Если условие инвариантности (7) заменить условием

Y F + FDiξ
i = DiB

i (8)

с некоторыми функциями Bi = Bi(x, u, p), то из тождества Нетер (4) следует закон сохра-
нения, где

Ci = N iF −Bi, i = 1, . . . , n.

Симметрия Y , удовлетворяющая условию (7), называется вариационной симметрией,
тогда как симметрия, удовлетворяющая условию (8), называется дивергентной.

Вторым тождеством, на котором основана теорема Нетер, является тождество [21, 22]

δ

δuj
(Y F + FDiξ

i −DiB
i) = Y

( δF

δuj

)
+

δF

δuk

(∂ηk

∂uj
− ∂ξi

∂uj
uk

i + δkjDiξ
i
)
,

j = 1, 2, . . . ,m.

Теорема 2 [21, 22]. Предположим, что оператор

Y = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηα(x, u)

∂

∂uα

удовлетворяет условию (8). Тогда оператор Y допускается системой (6).
2. Уравнение Эйлера — Лагранжа в лагранжевых координатах. Приведем

соотношения между лагранжевыми и эйлеровыми координатами.
2.1. Лагранжевы координаты. Пусть D(t) — область, занятая средой в момент вре-

мени t, в которой координаты частиц в исходном положении принадлежат этой области
(X ∈ D(t0)). Движение континуума определяется как диффеоморфизм ϕ: D(t0) → D(t):

x = ϕ(X, t) ∈ D(t),

где функция ϕ(X, t) — решение задачи Коши

ϕt(X, t) = u(ϕ(X, t), t), ϕ(X, t0) = X.

В лагранжевых координатах общее решение уравнения закона сохранения массы имеет

вид

ρ(X, t) = ρ0(X)/ϕX(X, t)

(ρ0(X) — произвольная функция интегрирования; энтропия S определяется как S0(X) =
S(ϕ(X, t), t)). Без ограничения общности можно полагать ρ0 = 1, в этом случае лагранже-
вы координаты называются массовыми, однако для краткости будем их также называть
лагранжевыми. Действительно, используя замену X̄ = g(X) (g′ = ρ0), получаем

ρ(X̄, t) = 1/ϕX̄(X̄, t).

Далее черта над X опускается.
2.2. Уравнения Эйлера — Лагранжа в лагранжевых координатах. Для уравнений

газовой динамики потенциальная функция W = W (ρ, S) такая, что лагранжиан LL в

лагранжевых координатах равен

LL(t,X, ϕ, ϕt, ϕX , S0(X)) = ϕ2
t /2− ϕ−1

X W (ϕ−1
X , S0(X)). (9)
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Уравнения Эйлера — Лагранжа, соответствующие данному лагранжиану, можно полу-
чить, применяя вариационный принцип

δLL

δϕ
= 0, (10)

где вариационная производная имеет вид

δ

δϕ
=

∂

∂ϕ
−Dt

∂

∂ϕt
−DX

∂

∂ϕX
+ D2

t
∂

∂ϕtt
+ DtDX

∂

∂ϕtX
+ D2

X

∂

∂ϕXX
+ . . .

(Dt, DX — полные производные по массовым лагранжевым координатам). Операторы
полных производных в лагранжевых и эйлеровых координатах имеют вид (t̃ = t)

DX = ϕXDx, Dt = ϕtDx + Dt̃,

где Dx, Dt̃ — операторы полных производных в эйлеровых координатах.
Уравнение Эйлера — Лагранжа (10) с лагранжианом (9) имеет вид

WρXϕ2
X −WρρϕXX −WXϕ3

X + ϕttϕ
3
X = 0, (11)

гдеW (ρ, S0(X)) = W̃ (ρ, X) (далее знак “∼” опускается). Поскольку p = ρWρ−W , ρ = ϕ−1
X ,

находим Wρρ = pρ/ρ, WρX = (pX +WX)/ρ. Подставляя эти выражения в (11) и учитывая,
что p = P (X, ϕX), получаем уравнение

ϕtt + PX + PϕXϕXX = 0, (12)

или

ϕtt + DXP = 0.

3. Групповой анализ. Применим метод группового анализа [13] к уравнению

ϕtt + PX + PϕXϕXX = 0, (13)

где p = P (X, ϕX), PX 6= 0, PϕX < 0.
3.1. Преобразования эквивалентности. Преобразования, которые отображают уравне-

ние (13) в уравнение с той же дифференциальной структурой, называются преобразовани-
ями эквивалентности [13]. Используя инфинитезимальный подход [13] с расширением [23],
где все коэффициенты оператора зависят от независимых и зависимых переменных и про-
извольных элементов, получаем следующий базис операторов:

Xe
1 = ∂t, Xe

2 = ∂X , Xe
3 = ∂ϕ, Xe

4 = ∂P , Xe
5 = t∂ϕ, Xe

6 = ϕ ∂ϕ + P ∂P ,

Xe
7 = t ∂t − 2P ∂P , Xe

8 = t2 ∂ϕ − 2X ∂P , Xe
9 = X∂X + P ∂P .

Группа эквивалентности, соответствующая этим базисным операторам, применяется для
упрощения функции P (X, ϕX) в процессе групповой классификации:

Xe
1 : t̄ = t + a; Xe

2 : X̄ = X + a; Xe
3 : ϕ̄ = ϕ + a; Xe

4 : P̄ = P + a;

Xe
5 : ϕ̄ = ϕ + ta; Xe

6 : ϕ̄ = ϕ ea, P̄ = P ea; Xe
7 : t̄ = t ea, P̄ = P e−2a;

Xe
8 : ϕ̄ = ϕ + t2a, P̄ = P − 2aX; Xe

9 : X̄ = X ea, P̄ = P ea

(a — групповой параметр). Для частного случая функции давления

P (X, ϕX) = P1(X)(ϕX + P2(X))γ + P3(X)

имеют место дополнительные преобразования эквивалентности

Xe
10: ϕ̄ = ϕ ea, P̄1 = P1 e−(α−1)a, P̄2 = P2 ea, P̄3 = P3 ea;



Ч. Каевмани, С. В. Мелешко 45

Xe
11: t̄ = t ea, P̄1 = P1 e−2a, P̄3 = P3 e−2a;

Xe
12: X̄ = X ea, P̄1 = P1 e(α+1)a, P̄2 = P2 e−a, P̄3 = P3 ea;

Xe
13: ϕ̄ = ϕ + t2a, P̄3 = P3 − 2aX; Xe

14: P̄3 = P3 + a;

Xe
15: ϕ̄ = ϕ + ζ(X)a, P̄2 = P2 − ζ ′(X)a.

Здесь функция ζ(X) и постоянная a — произвольные, представлены только изменяемые
переменные.

Также имеются две инволюции, одна из которых связана с изменением времени: E1:
t → −t, а другая — с изменением координаты: E2: X → −X и ϕ → −ϕ.

3.2. Групповая классификация. Инфинитезимальный оператор однопараметрической
группы Ли, допускаемый уравнением (13), находим в виде

Y = ξt(t,X, ϕ)∂t + ξX(t,X, ϕ)∂X + ηϕ(t,X, ϕ)∂ϕ.

Применяя продолженный оператор к уравнению (13), получаем определяющее урав-
нение[

ηϕtt + ξXPXX + ηϕXPϕXX + ϕXX
(
ξXPϕXX + ηϕXPϕXϕX

)
+ ηϕXXPϕX

]∣∣
(S)

= 0 (14)

(запись “|(S)” означает переход к многообразию, определяемому уравнением (13)).
Расщепляя уравнение (14) относительно параметрических производных ϕt, ϕtX , ϕXX ,

получаем

2ϕXηϕXPϕX + ϕ2
XηϕϕPϕX + ϕXηϕPϕXX − ηϕPX + ηtt + ηXXPϕXηXPϕXX +

+ 2ξt
tPX − 2ϕ2

XξXϕXPϕX − ϕ3
XξXϕϕPϕX − ϕ2

XξXϕ PϕXX − ϕXξXXXPϕX − ϕXξXtt +

+ ϕXξXϕ PX − ϕXξXXPϕXX + ξXPXX = 0; (15)

2ηϕt − 2ϕXξt
ϕXPϕX − ϕ2

Xξt
ϕϕPϕX − ϕXξt

ϕPϕXX − ξt
XPϕXX − ξt

XXPϕX +

+ 3ξt
ϕPX − 2ϕXξXϕt = 0; (16)

ηϕϕ − 2ξt
ϕt − ϕXξXϕϕ = 0; (17)

ξt
ϕϕ = 0; (18)

ϕXξt
ϕPϕX + ξt

XPϕX + ξXt = 0; (19)

ξXϕ = 0; (20)

ϕXηϕPϕXϕX + ηXPϕXϕX + 2ξt
tPϕX − ϕ2

XξXϕ PϕXϕX − 2ϕXξXϕ PϕX +

+ ϕXξXXPϕXϕX + 2ξXXPϕX − ξXPϕXX = 0; (21)

ϕXξt
ϕPϕXϕX − 2ξt

ϕPϕX + ξt
XPϕXϕX = 0. (22)

Расщепляя уравнения (15)–(22) по производным функции P , находим, что базис ядра
допустимых алгебр Ли состоит из операторов

Y1 = ∂t, Y2 = ∂ϕ, Y3 = t ∂ϕ.

Преобразования, соответствующие оператору Y3, являются преобразованиями Галилея.
Рассмотрим расширение ядра допустимых алгебр Ли для специальных функ-

ций P (X, ϕX).
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Из уравнений (17), (18), (20) получаем

ξt(t,X, ϕ) = ϕξt
1(t,X) + ξt

0(t,X), ξX = ξX(t,X),

η(t,X, ϕ) = ϕ2ξt
1t(t,X) + ϕη1(t,X) + η0(t,X),

где ξt
0(t,X), ξt

1(t,X), ξt
1 t(t,X), η0(t,X), η1(t,X) — произвольные функции. Дифференци-

руя уравнения (16), (19) по ϕ, находим

ξt
1XpϕX = 0, ξt

1 tt = 0.

Поскольку pϕX 6= 0, имеем ξt
1X = 0, ξt

1 = tk1 +k2 (k1, k2 — постоянные). Из уравнения (19)
следует

ξXt = −pϕX

(
ξt
0X + ϕX(k1t + k2)

)
.

Поскольку ξX не зависит от ϕX , получаем

pϕXϕX

(
ξt
0X + k1tϕX + k2ϕX

)
+ pϕX

(
k1t + k2

)
= 0. (23)

Используя линейную комбинацию уравнений (23), (22), находим

pϕX (k1t + k2) = 0.

Следовательно, k1 = 0, k2 = 0 и уравнение (22) принимает вид

ξt
0XpϕXϕX = 0. (24)

Анализ уравнения (24) проводится для двух случаев: pϕXϕX 6= 0 и pϕXϕX = 0. Ес-
ли pϕXϕX = 0, то p(X, ϕX) = a(X)ϕX + b(X). Заметим также, что если a(X) = const,
b(X) = const, то этот тип функции давления соответствует газу Чаплыгина. Групповая
классификация для этого случая проведена в [18, 19], поэтому в настоящей работе рас-
сматривается случай pϕXϕX 6= 0.

Так как pϕXϕX 6= 0, то в силу уравнения (24) имеем ξt
0X = 0, ξX = ξX(X). Подставляя

эти соотношения в уравнение (16), находим

η1(t,X) = (ξt
0 t(t) + η11(X))/2

(η11(X) — произвольная функция интегрирования).
Дифференцируя уравнения (15), (21) по ϕ, получаем η11 = k3 и ξt

0(t) = k4t
2 + k5t + k6

(k3, k4, k5, k6 — постоянные). Также получаем

η0(t,X) = t3k8 + t2k7 + tη01(X) + η00(X),

где k7, k8 — постоянные,

η00
X =

1

2pϕXϕX

(
− k3ϕXpϕXϕX + k5(−ϕXpϕXϕX − 4pϕX ) +

+ 2(ξXXϕXpϕXϕX + 2ξXX pϕX − ξXpϕXX)
)
,

η01
X =

−k4

pϕXϕX

(
ϕXpϕXϕX + 4pϕX

)
;

k4

(
4pϕXpϕXϕXϕX − 5p2

ϕXϕX

)
= 0. (25)

Вводя функцию

µ1 =
pϕXpϕXϕXϕX

p2
ϕXϕX

,

уравнение (25) запишем в виде

k4(4µ1 − 5) = 0, (26)
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а из уравнений (15), (21) получаем

2ξXXµ1ϕX
pϕX − 2k5µ1ϕX

pϕX + ξX
(
− µ1ϕX

pϕXX + µ1XpϕXϕX

)
= 0. (27)

Дальнейшее исследование проводится для двух случаев: µ1ϕX 6= 0 и µ1ϕX = 0.
3.3. Случай µ1ϕX 6= 0. Так как µ1ϕX 6= 0, то из уравнений (26), (27) следует k4 = 0 и

ξXX =
1

2µ1ϕXpϕX

(
2k5µ1ϕXpϕX + ξX

(
µ1ϕXpϕXX − µ1XpϕXϕX

))
. (28)

Исключая ξXX из уравнений (15), (21) и составляя их линейную комбинацию, получаем

2k5µ1ϕXpϕX

(
µ1ϕXpϕXX − µ1XpϕXϕX

)
+

+ ξX
(
2µ1ϕXXµ1XpϕXpϕXϕX + 2µ2

1ϕX
pϕXpϕXXX − µ2

1ϕX
p2
ϕXX

−

− 2µ1ϕXµ1XXpϕXpϕXϕX − 2µ1ϕXµ1XpϕXpϕXϕXX + µ2
1Xp2

ϕXϕX

)
= 0. (29)

Дифференцируя уравнение (28) по ϕX , имеем

ξX∆ = 0,

где

∆ =
(µ1ϕXPϕXX − µ1XPϕXϕX

2µ1ϕXPϕX

)
ϕX

.

В случае ∆ 6= 0 ξX = 0 и из уравнения (29) следует k5 = 0. Это приводит к решению
определяющих уравнений

ξt = k6, ξX = 0, η = tη01 + η00, η00
X = 0, η01

X = 0.

Таким образом, в этом случае невозможно получить расширение ядра допустимых алгебр
Ли.

В случае ∆ = 0 существует функция µ2(X), такая что

µ1X = µ1ϕX

(
PϕXX − 2µ2PϕX

)
/PϕXϕX .

Уравнение (29) приведем к виду

k5µ2 + ξX(µ2X + µ2
2) = 0. (30)

Дифференцируя уравнение (30) по X, получаем

k5(2µ2X + µ2
2) + ξX(µ2XX + 3µ2Xµ2 + µ3

2) = 0. (31)

Уравнения (30), (31) являются алгебраическими линейными однородными уравнения-
ми относительно k5 и ξX с определителем µ2µ2XX−2µ2

2X . В случае если этот определитель

не равен нулю, k5 = 0 и ξX = 0. В этом случае расширение ядра допустимых алгебр Ли
отсутствует. Тогда будем полагать, что

µ2µ2XX − 2µ2
2X = 0. (32)

Общим решением уравнения (32) являются функции µ2(X) = 0, µ2(X) = 1/(k1X + k2)
(k1, k2 — постоянные, такие что k2

1 + k2
2 6= 0).

В случае µ2(X) 6= 0, подставляя µ2(X) = 1/(k1X + k2) в уравнения (28), (30), имеем

ξXX = k5 + ξX/(k1X + k2);

k5(k1X + k2) + ξX(−k1 + 1) = 0. (33)
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Если k1 6= 0, в силу преобразований эквивалентности, соответствующих операторам
Xe

2 , Xe
9 (и инволюции E1, если необходимо), можно предположить, что k2 = 0, k1 = 1. Из

уравнения (33) получаем k5 = 0. Следовательно,

ξX = k9X

(k9 — постоянная).
Дальнейший анализ (ввиду громоздкости в данной работе этот анализ не проводится)

показывает, что уравнения (15), (21) можно свести к уравнениям

PϕXX =
1

2X

(
PϕXϕX (−gϕX + 2ϕX − 2f) + 4PϕX

)
; (34)

PXX =
1

4X

(
ϕ2
XPϕXϕXg(g − 4) + 4ϕXPϕXϕX (ϕX + gf)− 8fPϕX −

− 4PϕXϕX (2ϕX − f)− 4ϕXPϕX (g − 2) + X(2gPX − 8l − 4fPϕX )
)

(35)

(g, l — постоянные; f = f(X)). Общее решение уравнений (34), (35) имеет вид

P (X, ϕX) = φ(Z)Xα+2γ + h(X),

где γ 6= 0, 1; Z = X−αϕX ; XhXX − (α + 2γ − 1)hX = 0. В этом случае ядро допустимых
алгебр Ли расширяется оператором

Y4 = (γ − 1)t∂t −X ∂X − (α + 1)ϕ ∂ϕ.

Результаты для этого случая приведены в табл. 1 (модель M1). В первой графе табл. 1
указан номер расширения, во второй — вид функции P (X, ϕX), в третьей — расширения

ядра допустимой алгебры Ли, в четвертой графе — ограничения для функций и констант.
Если k1 = 0, уравнение (33) принимает вид

ξX = −k2k5.

Из условия ξX 6= 0 следует k2k5 6= 0. Дальнейший анализ показывает, что уравнения (15),
(21) можно свести к уравнениям

PϕXX =
1

2k2

(
g1ϕXPϕXϕX + 2PϕXϕX (ϕX + 2f1(X)) + 4PϕX

)
; (36)

PXX =
1

4(k2)2
(
PϕXϕX (ϕ2

X(g1 + 2)2 + 4ϕXf1(X)(g1 + 2) + 4f2
1 (X)) +

+ 4k2f
′
1(X)PϕX + 2(2g1ϕXPϕX − 4PϕX (ϕX − f1(X)) + 4l1k2)

)
, (37)

где g1, l1 — постоянные; f1(X) является функцией только X. Общее решение уравне-
ний (36), (37) имеет вид

P (X, ϕX) = φ(Z) e(2β−α)X +h(X),

где β 6= 0; α 6= 0; Z = eαX ϕX ; функция h(X) удовлетворяет условию

hXX = hX(2β − α).

Расширением ядра допустимых алгебр Ли является оператор

Y5 = βt ∂t − ∂X + αϕ ∂ϕ.

Результат исследования для этого случая приведен в табл. 1 (модель M2).
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Та бли ц а 1
Групповая классификация уравнения (13)

Номер

модели
P (X, ϕX) Расширения Условия

M1 Φ(z)Xα+2γ + h(X), (γ − 1)t ∂t −X ∂X − (α + 1)ϕ ∂ϕ γ 6= 0, 1, α 6= −1,
z = X−αϕX h′′ = (α + 2γ − 1)h′/X

M2 Φ(z) e(2β−α)X +h(X), βt ∂t − ∂X + αϕ ∂ϕ α 6= 0,
z = eαX ϕX h′′ = (2β − α)h′

M3 Φ(z)Xα + h(X), t ∂t + X ∂X + (α + 1)ϕ ∂ϕ α 6= −1,
z = X−αϕX h′′ = (α− 1)h′/X

M4 Φ(ϕX) + βX + γX2 ∂X − γt2 ∂ϕ γ, β 6= 0

M5 Φ(ϕX) t∂t + X ∂X + ϕ ∂ϕ, ∂X —

M6 eβX(ϕγ
X + (k2/α2) e(α−β)X) (β + α(γ − 1))t ∂t − 2γ ∂X + α, β 6= 0,

+ 2(β − α)ϕ ∂ϕ γ 6= 0, 1, α− β 6= 0

M7 eβX ϕγ
X (γ − 1)∂X − βϕ ∂ϕ, (γ − 1) t∂t − 2ϕ ∂ϕ β 6= 0, γ 6= 0, 1

M8 b(X)ϕγ
X + k1b

m+1(X) (γ(1 + m + 2l)−m)t ∂t + (2γl)X∂X + γ 6= 0, 1, m 6= γl,−1,
+ 2(γl −m)ϕ ∂ϕ l, β 6= 0, bl = −1/(lβX)

M9 b(X)ϕγ
X l(γ − 1)X∂X + (l(γ + 1) + 1)ϕ ∂ϕ, γ 6= 0, 1, l, β 6= 0,

(γ − 1)t∂t − 2ϕ ∂ϕ bl = −1/(lβX)

M10 b(X)ϕγ
X + k1X

2 (2l − 1)t ∂t + 2lγX ∂X + γ 6= 0, 1, l, β, k1 6= 0,
+ 2(2l − 1 + lγ)ϕ ∂ϕ bl = lβX

M11 eβX ϕγ
X + k1X

2 −βt ∂t + 2γ ∂X − 2βϕ ∂ϕ γ 6= 0, 1, β, k1 6= 0

M12 k1Xϕγ
X + k2X

α+1 (γ(1− α) + α)t ∂t + 2γX ∂X + γ 6= 0, 1, k1, k2 6= 0,
+ 2(γ + α)ϕ ∂ϕ α 6= −1, 0, γ + α 6= 0

M13 βϕγ
X + k1X

2 ∂X − k1t
2 ∂ϕ, t ∂t + γX ∂X + (γ + 2)ϕ ∂ϕ γ 6= 0, 1,−2,

k1, β 6= 0

M14 βϕ−3
X + k1X

2 ∂X − k1t
2 ∂ϕ, t ∂t − 3X ∂X − ϕ ∂ϕ β, k1 6= 0

M15 βϕγ
X (γ − 1)t ∂t − 2ϕ ∂ϕ, β 6= 0,

(γ − 1)X∂X + (γ + 1)ϕ ∂ϕ, ∂X γ 6= 0, 1

M16 βϕ−3
X ∂X , 2X∂X + ϕ ∂ϕ, β 6= 0

t2 ∂t + tϕ ∂ϕ, 2t ∂t + ϕ ∂ϕ

M17 b(X)ϕγ
X (γ − 1)t ∂t − 2ϕ ∂ϕ γ 6= 0, 1

M18 b(X)ϕ−3
X t2 ∂t + tϕ ∂ϕ, 2t ∂t + ϕ ∂ϕ —

В случае µ2(X) = 0, подставляя µ2(X) = 0 в уравнение (28), получаем ξXX = k5.
Следовательно,

ξX = k5X + k9.

Так как ξX 6= 0, то k2
5 + k2

9 6= 0. Анализируя уравнения (15), (21), получаем

PϕXϕXX = PϕXϕX (PϕXXPϕXµ1 − g2)/P
2
ϕX

(38)

(g2 = g2(X, ϕX)). Дифференцируя уравнение (38) по ϕX и сравнивая смешанные произ-
водные, находим

g2ϕXPϕX − 2PϕXϕXg2 = 0. (39)

Решая уравнение (39), получаем два решения:

g2(X, ϕX) = h(X)P 2
ϕX

, g2(X, ϕX) = 0



50 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2020. Т. 61, N-◦ 2

и условие

k5(XhX + h) + k9hX = 0. (40)

Дифференцируя уравнение (40) по X, имеем

k5

(
XhXX + 2hX) + k9hXX = 0. (41)

Уравнения (40), (41) являются алгебраическими линейными однородными уравнениями
относительно k5, k9 с определителем hhXX − 2h2

X . В случае если определитель не равен
нулю, k5 = 0, k9 = 0 и расширение ядра допустимых алгебр отсутствует. Следовательно,
необходимо предположить, что

hhXX − 2h2
X = 0. (42)

Общим решением уравнения (42) являются функции h(X) = 0, h(X) = 1/(k1X + k2) (k1,
k2 — постоянные, такие что k2

1 + k2
2 6= 0).

В случае h(X) 6= 0, подставляя h(X) = 1/(k1X + k2) в уравнение (40), получаем

k5k2 − k9k1 = 0. (43)

Рассмотрим два случая: k1 6= 0, k1 = 0.
Если k1 6= 0, будем полагать, что k1 = 1, k2 = 0. Из уравнения (43) следует

k9 = 0, ξX = k5X.

Продолжая анализ, получаем

PϕXX = −PϕXϕX (ϕX + f2(X))/X; (44)

PXX =
(
X(−f2X(X)PϕX − 2l3) + PϕXϕX (ϕ2

X + 2f2(X)ϕX + f2
2 (X))

)
/X2 (45)

(f2 = f2(X); l3 — постоянная). Общим решением уравнений (44), (45) является функция

P (X, ϕX) = φ(Z)Xα + h(X),

где α 6= −1; Z = X−αϕX ; функция h(X) удовлетворяет условию

XhXX = hX(α− 1).

В этом случае расширение ядра допустимых алгебр Ли определяется оператором

Y6 = t ∂t + X ∂X + (α + 1)ϕ ∂ϕ.

Результат для этого случая приведен в табл. 1 (модель M3).
Если k1 = 0, то можно предположить, что k2 = 1. Из уравнения (43) получаем

k5 = 0, ξX = k9

(k9 6= 0). Продолжая вычисления, находим

PϕXX = −PϕXϕX (ϕX + f3(X)); (46)

PXX = −f3X(X)PϕX + ϕ2
XPϕXϕX + PX − 2l4 + f3(X)PϕXϕX (2ϕX + f3(X)) (47)

(f3 = f3(X); l4 — постоянная). Общим решением уравнений (46), (47) является функция

P (X, ϕX) = φ(Z) eαX +h(X),

где Z = e−αX ϕX ; функция h(X) удовлетворяет условию

hXX = αhX .
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Расширение ядра допустимых алгебр Ли определяется оператором

Y = ∂X + αϕ ∂ϕ.

Данная модель является частным случаем модели M2 (см. табл. 1).
В случае h(X) = 0, подставляя h(X) = 0, получаем g2 = 0. Из (15), (21) следует

PX = −f4PϕX + g11(X);

k5(g11XXX + 2g11X) + g11XXk9 = 0 (48)

(f4 = f4(X)). Дифференцируя уравнение (48) по X, получаем

k5(g11XXXX + 3g11XX) + g11XXXk9 = 0. (49)

Уравнения (48), (49) представляют собой алгебраические линейные однородные уравнения
относительно k5, k9 с определителем 2g11XXXg11X − 3g2

11XX . Для существования расши-
рения ядра допустимых алгебр Ли необходимо, чтобы выполнялось условие

2g11XXXg11X − 3g2
11XX = 0. (50)

Общим решением уравнения (50) являются функции g11X(X) = 0, g11X(X) = 4/(k1X +
k2)

2 (k1, k2 — постоянные, такие что k2
1 + k2

2 6= 0).
Если g11X(X) 6= 0, то подставляя g11X(X) = 4/(k1X + k2)

2 в (48), находим

4k5k2 − 4k9k1 = 0. (51)

Рассмотрим два случая: k1 6= 0, k1 = 0.
При k1 6= 0 будем полагать, что k1 = 1, k2 = 0. Из уравнения (51) следует k9 = 0.

Расширение ядра допустимых алгебр Ли определяется оператором

Y = t ∂t + X ∂X + ϕ ∂ϕ,

и функция для давления имеет вид

P (X, ϕX) = φ(ϕX) + h(X),

где h = −4α2 ln X (α 6= 0). Эта модель принадлежит классу M3 (см. табл. 1).
При k1 = 0, подставляя k1 = 0 в уравнение (51) и полагая k2 = 1, получаем

k5 = 0.

В этом случае расширение ядра допустимых операторов алгебр Ли определяется операто-
ром

Y7 = ∂X − γt2 ∂ϕ

и соответствующая функция для давления принимает вид

P (X, ϕX) = φ(ϕX) + βX + γX2

(γ 6= 0) (модель M4 в табл. 1).
Если g11X(X) = 0, то g11(X) = l5, где l5 — некоторая постоянная. Решение определя-

ющих уравнений имеет вид

Y8 = t ∂t + X ∂X + ϕ ∂ϕ, Y9 = ∂X ,

соответствующая функция для давления записывается следующим образом:

P (X, ϕX) = φ(ϕX)

(модель M5 в табл. 1).



52 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2020. Т. 61, N-◦ 2

/Pfxfx=0

/m1fx=0 m1fx=0

/g11x=0 g11x=0

/m2=0 m2=0

/k1=1 k1=1

/k1=0 k1=0 /k1=0 k1=0
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h=0/h=0

/D=0 D=0

Рис. 1. Разветвления в случае µ1ϕX 6= 0

/Pfxfx=0

/m1fx=0 m1fx=0

/m1x=0

/g+3=0 Not C

m1x=0

/bx=0 bx=0

/bxx=0 bxx=0

/cxxx=0 cxxx=0

/cxx=0 cxx=0/b1=1 b1=1

/b1=1/b1=1 b1=1 b1=1/k4=0 k4=0

/k4=0 k4=0

Рис. 2. Разветвления в случае µ1ϕX = 0
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/g+3=0

/g+3=0 /g+3=0g+3=0 g+3=0

Not C

m1x=0

/bx=0 bx=0

/ax=0 ax=0

/bxx=0 bxx=0

/cxxx=0 cxxx=0

/cxx=0 cxx=0

/ /k4=0 k4=0None None

Рис. 3. Разветвления в случае µ1ϕX = 0, µ1X = 0

/Pfxfx=0

/m1fx=0 m1fx=0

/m1x=0

/g+3=0 g+3=0

m1x=0

/cxx=0 cxx=0

Рис. 4. Разветвления в случае µ1ϕX = 0, µ1X 6= 0

Замечание. Аналогичным образом исследуются остальные случаи. Поскольку ана-
лиз этих случаев является громоздким и требует исследования множества частных слу-
чаев, данный анализ не проводится. Все возможные варианты решений приведены на

рис. 1–4.
4. Законы сохранения. Рассмотрим приложения теоремы Нетер к моделям, пред-

ставленным в табл. 1.
При выводе уравнения (13) использовался лагранжиан

LL(X, ϕt, ϕX) = ϕ2
t /2− ϕ−1

X W (X, ϕX).

Функция p(X, ϕX) и потенциал W (X, ϕX) связаны формулой

p = ρWρ −W (52)

(ρ = ϕX
−1). Решая уравнение (52) для потенциала W , находим функции W (X, ϕX), ко-

торые приведены в табл. 2.
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Та бли ц а 2
Представления функции W (X, ϕX)

Номер

модели
W (X, ϕX) Условия Номер

модели
W (X, ϕX) Условия

M1 − 1
ϕX

Φ(z)X2(α+γ) − h(X) γ 6= 0, 1 M2 − 1
ϕX

e2(β−α)X Φ(z)− h(X) α 6= 0

M3 − 1
ϕX

Φ(z)X2α − h(X) α 6= −1 M4 − 1
ϕX

Φ(z)− (βX + γX2) α, β 6= 0

M5 − 1
ϕX

Φ(z) — M6
1

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
eβX − k2

α2
eαX γ = −1

−
ϕγ

X

γ + 1
eβX − k2

α2
eαX γ 6= −1

M7
1

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
eβX γ = −1 M8

1
ϕX

ln
( 1

ϕX

)
b(X)− c(X) γ = −1

−
ϕγ

X

γ + 1
eβX γ 6= −1 −

ϕγ
X

γ + 1
b(X)− c(X) γ 6= −1

M9
1

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
b(X) γ = −1 M10

1
ϕX

ln
( 1

ϕX

)
b(X)− k1X

2 γ = −1

−
ϕγ

X

γ + 1
b(X) γ 6= −1 −

ϕγ
X

γ + 1
b(X)− k1X

2 γ 6= −1

M11
1

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
eβX −k1X

2 γ = −1 M12
k1X

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
− k2X

α+1 γ = −1

−
ϕγ

X

γ + 1
eβX −k1X

2 γ 6= −1 − k1X

γ + 1
ϕγ

X − k2X
α+1 γ 6= −1

M13
β

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
− k1X

2 γ = −1 M14
β

2
ϕ−3

X − k1X
2 —

− β

γ + 1
ϕγ

X − k1X
2 γ 6= −1

M15
β

ϕX
ln

( 1
ϕX

)
γ = −1 M16

β

2
ϕ−3

X —

− β

γ + 1
ϕγ

X γ 6= −1

M17
b(X)
ϕX

ln
( 1

ϕX

)
γ = −1 M18

b(X)
2

ϕ−3
X —

− b(X)
γ + 1

ϕγ
X γ 6= −1

C использованием групп преобразований, представленных в табл. 1, и теоремы Нетер
выводим законы сохранения

DtC
t + DXCX = 0

(коэффициенты Ct, CX приведены в табл. 3).
Оператор Y = t ∂t + X ∂X + ϕ ∂ϕ в модели M5, оператор Y = (γ − 1) ∂X − βϕ ∂ϕ в

модели M7, оператор Y = t ∂t − 3X ∂X − ϕ ∂ϕ в модели M14, оператор Y = 2X ∂X + ϕ ∂ϕ

в модели M16 и оператор Y = −βt ∂t + 2γ ∂X − 2βϕ ∂ϕ в модели M11 не являются дивер-
гентными и не позволяют получить законы сохранения. В табл. 3 для моделей, в которых
имеется более одного дополнительного допустимого оператора, указаны также операторы,
по которым получены соответствующие законы сохранения.
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Заключение. В работе рассмотрены уравнения газовой динамики в лагранжевых

координатах. Поскольку при естественном лагранжиане уравнения газовой динамики в
лагранжевых координатах имеют вид уравнения Эйлера — Лагранжа, это позволило при-
менить теорему Нетер для построения законов сохранения.

Выполнена полная групповая классификация уравнений газовой динамики в лагранже-
вых координатах относительно функции p(X, ϕX) при ограничениях pϕXϕX 6= 0, pX 6= 0.
Как и в случае политропного газа, групповая классификация уравнений газовой динами-
ки в лагранжевых координатах существенно отличается от групповой классификации в

эйлеровых координатах. Проведенная классификация использовалась для построения за-
конов сохранения. При использовании теоремы Нетер ядро допустимых алгебр Ли Y1 = ∂t,
Y2 = t ∂ϕ, Y3 = ∂ϕ для произвольной функции W (ρ, S) позволило получить известные за-
коны сохранения: энергии, импульса и центра масс (закон сохранения массы выполняется
в силу выбора лагранжевых координат). Для расширений ядра допустимых алгебр Ли
сначала была найдена функция W (ρ, S), соответствующая функции p(X, ϕX), найденной
при групповой классификации, затем с использованием теоремы Нетер получены допол-
нительные законы сохранения.
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