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Введение

Исследованию уравнений псевдопараболического типа посвящено большое количе-
ство работ. Вопросы фильтрации жидкости в пористых средах [1], передачи тепла в
гетерогенной среде [2, 3], влагопереноса в почвогрунтах [4], например, приводят (см. [5,
c. 137]) к модифицированным уравнениям диффузии, которые являются уравнениями в
частных производных псевдопараболического типа.
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В настоящее время стало очевидным, что при решении многих задач в физике и
биологии часто встречаются среды и системы, которые хорошо интерпретируются как
фракталы, примерами которых могут служить полимерные материалы [6] и сильно по-
ристые среды [7]. К первым работам по теории дифференциальных уравнений дробного
порядка следует отнести работы L. O’Shaughnessy, S. Mandelbrojt [8, 9]. При решении
таких задач возникла необходимость изучения краевых задач для дифференциальных
уравнений с дробной производной [10, 11]. В монографиях [12, 13] дан достаточно пол-
ный обзор работ, посвященных дифференциальным уравнениям дробного порядка. Мо-
нография [12] посвящена качественно новым свойствам операторов дробного интегро-
дифференцирования и их применению к дифференциальным уравнениям дробного по-
рядка. Уравнениям переноса в средах с фрактальной геометрией посвящены ряд инте-
ресных работ [14, 15].

В работе [16] предложены и исследованы математические модели водного режима в
почвогрунтах с фрактальной структурой. В основе этих моделей лежат дифференциаль-
ные уравнения псевдопараболического типа с дробной по времени производной.

Численным методам решения краевых задач для уравнения диффузии дробного по-
рядка посвящены работы [17–19]. В работе [17] получены результаты, позволяющие при-
менять метод энергетических неравенств для получения априорных оценок краевых за-
дач для уравнения дробного порядка в дифференциальной и разностной трактовках, как
и в классическом случае (α = 1).

В работе А.И. Кожанова [20] рассматривается нелокальная краевая задача для урав-
нения

Lν(u) ≡ ut − uxx − νuxxt + c(x, t)u = q(x, t),

удовлетворяющее условиям:

u(0, t) = α(t)u(1, t) +

∫ t

0
h(t, τ)u(1, τ) dτ, 0 < t < T, (0.1)

ux(1, t) = 0, 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1.

Заметим, что в одной из рассматриваемой нами в данной работе нелокальной задаче
содержится нелокальное граничное условие интегрального вида (0.1).

Следует отметить, что при переходе от трехмерного псевдопараболического уравне-
ния

∂α0tu = Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (0.2)

где

Lu =
3∑
s=1

Lsu, x = (x1, x2, x3),

Lsu =
∂

∂xs

(
ks(x, t)

∂u

∂xs

)
+ ∂α0t

∂

∂xs

(
ηs(x)

∂u

∂xs

)
+ hs(x, t)

∂u

∂xs
− qs(x, t)u,

к цилиндрической системе координат (r, ϕ, z) в случае, когда решение u = u(r) не за-
висит ни от z, ни от ϕ (имеет место осевая симметрия), уравнение (0.2) принимает вид
(обозначим x = r) (см. [21, с. 15; 22, с. 433])

∂α0tu =
1

r

(
rk(r, t)ur

)
r

+
1

r
∂α0t
(
rη(r)ur

)
r

+ h(r, t)ur − q(r, t)u+ f(r, t), (0.3)

а в случае сферической симметрии уравнение (0.2) принимает вид
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∂α0tu =
1

r2

(
r2k(r, t)ur

)
r

+
1

r2
∂α0t
(
r2η(r)ur

)
r

+ h(r, t)ur − q(r, t)u+ f(r, t), (0.4)

где
k(r, t) = k1(x, t) = k2(x, t) = k3(x, t), η(r) = η1(x) = η2(x) = η3(x),

h(r, t) = h1(x, t) = h2(x, t) = h3(x, t), q(r, t) = q1(x, t) = q2(x, t) = q3(x, t)

суть условия симметрии на коэффициенты в силу симметрии r относительно переменных
x1, x2, x3.

В настоящей работе методом конечных разностей исследуются нелокальные краевые
задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка по времени с оператором
Бесселя (0.3), (0.4). Эти исследования являются непосредственным продолжением работ
автора [23–25, 31], в которых в основном были предложены разностные методы решения
локальных и нелокальных краевых задач для уравнения псевдопараболического типа.

1. Постановка нелокальной краевой задачи А

В замкнутом цилиндре QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим следующую
задачу:

∂α0tu =
1

xm
∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+

1

xm
∂α0t

∂

∂x

(
xmη(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t ≤ T, (1.1)

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.2)

−Π(l, t) = β(t)

∫ l

0
xmu(x, t)dx− µ(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.3)

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l, (1.4)

где

0 < c0≤k(x, t), η(x)≤c1, |r(x, t), rx(x, t), kx(x, t), q(x, t), β(t)|≤c2, 0≤m≤2, (1.5)

∂α0tu =
1

Γ(1− α)

∫ t
0

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ — дробная производная в смысле Герасимова–Капуто по-

рядка α (см. [26, 27]), где 0 < α < 1, ci > 0 (i = 0, 1, 2) — константа, Π(x, t) =

kux + ∂α0t
(
η(x)ux

)
, ∂α0tu = Dα

0tu−
u(0)

Γ(1− α)tα
, Dα

0tu =
1

Γ(1− α)
d
dt

∫ t
0

udτ

(t− τ)α
— дробная произ-

водная в смысле Римана–Лиувилля порядка α.
При x = 0 ставится условие ограниченности решения |u(0, t)| < ∞, которое эквива-

лентно условию (1.2), равносильному в свою очередь тождеству Π(x, t) = 0 [22, c. 173],
если функции r(0, t), k(0, t), q(0, t), f(0, t) конечны.

В дальнейшем будем предполагать, что задача (1.1)–(1.4) имеет единственное реше-
ние, обладающее нужными по ходу изложения производными. Будем также считать,
что коэффициенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым по хо-
ду изложения условиям гладкости, обеспечивающим нужный порядок аппроксимации
разностной схемы.

По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные числаMi,
i = 1, 2, . . . , зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.
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2. Априорная оценка в дифференциальной форме

Для получения априорной оценки решения задачи (1.1)–(1.4) в дифференциальной
форме введем скалярное произведение и норму в следующем виде:

(u, v) =

∫ l

0
uv dx, (u, u) =

∥∥u∥∥2

0
,

где u, v — заданные на [0, l] функции. Умножим уравнение (1.1) скалярно на xmu:(
∂α0tu, x

mu
)

=
((
xmkux

)
x
, u
)

+
(
∂α0t
(
xmηux

)
x
, u
)

+
(
rux, x

mu
)
−
(
qu, xmu

)
+
(
f, xmu

)
. (2.1)

Справедлива следующая [17]

Лемма 1. Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функции υ(t) справедливо нера-
венство

υ(t)∂α0tυ(t) ≥ 1

2
∂α0t
(
υ2(t)

)
, 0 < α < 1.

Из (2.1), пользуясь неравенством Коши с ε [22, с. 111] и леммой 1, после несложных
преобразований находим

1

2
∂α0t
∥∥xm2 u∥∥2

0
+

1

2

∫ l

0
η(x)∂α0t

(
x
m
2 ux

)2
dx+

∫ l

0
xmku2

x dx

≤ xmuΠ(x, t)
∣∣l
0

+M1

(∥∥xm2 u∥∥2

0
+
∥∥xm2 ux∥∥2

0

)
+

1

2

∥∥xm2 f∥∥2

0
. (2.2)

Преобразуя первое слагаемое в правой части (2.2) с учетом (1.2), (1.3), из (2.2) находим

∂α0t
∥∥xm2 u∥∥2

0
+

∫ l

0
η(x)∂α0t

(
x
m
2 ux

)2
dx+

∫ l

0
xmku2

xdx

≤M4

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+M5

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+ µ2(t)

)
, (2.3)

где
∥∥xm2 ∥∥2

W 1
2 (0,l)

=
∥∥xm2 u∥∥2

0
+
∥∥xm2 ux∥∥2

0
. Тогда, применяя к обеим частям (2.3) оператор

дробного интегрирования D−α0t , получим∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+D−α0t

∥∥xm2 ux∥∥2

0

≤M4D
−α
0t

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+M6

(
D−α0t

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+µ2(t)

)
+
∥∥xm2 u0(x)

∥∥2

W 1
2 (0,l)

)
. (2.4)

Для оценки первого слагаемого в правой части (2.4) воспользуемся следующей лем-
мой [17].

Лемма 2. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t) удовлетво-
ряет для почти всех t из [0, T ] неравенству

∂α0ty(t) ≤ c1y(t) + c2(t), 0 ≤ α ≤ 1,

где c1 > 0, c2(t) — суммируемая на [0, T ] неотрицательная функция. Тогда
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y(t) ≤ y(0)Eα(c1t
α) + Γ(α)Eα,α(c1t

α)D−α0t c2(t),

где Eα,1(z) =
∑∞

n=0
zn

Γ(αn+ 1)
, Eα,µ(z) =

∑∞
n=0

zn

Γ(αn+ µ)
— функции Миттаг–Леффлера.

С помощью леммы 2 оценим первое слагаемое в правой части (2.4). Пусть y(t) =

D−α0t

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

, ∂α0ty(t) =
∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

, тогда получаем

D−α0t

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

≤M7

(
D−2α

0t

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+ µ2(t)

)
+
∥∥xm2 u0(x)

∥∥2

W 1
2 (0,l)

)
. (2.5)

Так как для любой неотрицательной интегрируемой на [0, T ] функции g(t) справедливо
неравенство

D−2α
0t g(t) ≤ tαΓ(α)

Γ(2α)
D−α0t g(t), (2.6)

то из (2.4) с учетом (2.5), (2.6) получаем следующую искомую априорную оценку:∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+D−α0t

∥∥xm2 ux∥∥2

0
≤M

(
D−α0t

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+ µ2(t)

)
+
∥∥xm2 u0(x)

∥∥2

W 1
2 (0,l)

)
, (2.7)

гдеM > 0 — константа, зависящая только от входных данных задачи (1.1)–(1.4), D−α0t u =
1

Γ(α)

∫ t
0

u dτ

(t− τ)1−α
— дробный интеграл Римана–Лиувилля порядка α (0 < α < 1).

Теорема 1. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),
u(x, t) ∈ C2,0

(
QT
)
∩ C1,0

(
QT
)
, ∂α0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (1.5), тогда для

решения u(x, t) задачи (1.1)–(1.4) справедлива априорная оценка (2.7).

3. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1.1)–(1.4) применим метод конечных разностей. Тогда на рав-
номерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1)–(1.4) поставим в соответствие раз-
ностную схему порядка аппроксимации O

(
h2 + τ2

)
(см. [22, сс. 185, 186]):

κ∆α
0tj+σyi =

κ
xmi

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
x

+
1

xmi
∆α

0tj+σ

(
xm
i− 1

2

γiyx̄,i

)
x

+
b−j

xmi

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
+

b+j

xmi

(
xm
i+ 1

2

aji+1y
(σ)
x,i

)
− djiy

(σ)
i + ϕji , (x, t) ∈ ωh,τ , (3.1)

κ0a1y
(σ)
(x,0) + ∆α

0tj+σ

(
γ1yx,0

)
=

1
2h

m+ 1

(
∆α

0tj+σy0 + d0y
(σ)
0

)
− µ1, t ∈ ωτ , x = 0, (3.2)

−
(
κNaNy

(σ)
x̄,N + ∆α

0tj+σ

(
γNyx̄,N

))
= β̃

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~ +

1

2
hdNy

(σ)
N +

1

2
h∆α

0tj+σyN − µ2, x = N, (3.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, t = 0, (3.4)

где ∆α
0tj+σ

y =
τ1−α

Γ(2− α)

∑j
s=0 c

(α,σ)
j−s y

s
t — дискретный аналог дробной производной Гера-

симова–Капуто порядка α (0 < α < 1) [18],
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a
(α,σ)
0 = σ1−α, a

(α,σ)
l = (l + σ)1−α − (l − 1 + σ)1−α, l ≥ 1, σ = 1− α

2
,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
− 1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l ≥ 1,

при j = 0 c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0 ,

при j > 0 c(α,σ)
s =


a

(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 ≤ s ≤ j − 1,

a
(α,σ)
j − b(α,σ)

j , s = j,

c(α,σ)
s >

1− α
2

(s+ σ)−α > 0,

aji = k(xi− 1
2
, tj+σ), γi = η(xi− 1

2
), b±ji =

κir±j+σi

kj+σi

,

β̃ = κ̃βj+σ, µ1 =
1
2h

m+ 1
ϕj0, µ2 = κ̃µj+σ +

1

2
hϕjN ,

y = yji = y(xi, tj), t∗ = tj+σ, y(σ) = σyj+1 + (1− σ)yj ,

rN = r(l, t) = rj+σN ≥ 0, r = r+ + r−, r0 = r(0, t) = rj+σ0 ≤ 0,

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2
i

, i = 1, N − 1, r+ =
1

2
(r + |r|) ≥ 0, r− =

1

2
(r − |r|) ≤ 0,

dji =

{
κiqj+σi , i 6= 0, N,

qj+σi , i = 0, N,
ϕji =

{
κif j+σi , i 6= 0, N,

f j+σi , i = 0, N,
~ =


1

2
h, i = 0,

h, i 6= 0, N,

κi =
1

1 +Ri
, Ri =

1

2
h|ri|κi
ki− 1

2

, κ0 =
1

1 +

1

2
h|r0|

(m+ 1)a1

,

r0 ≤ 0, |r| = r+ − r−, yt =
ŷ − y
τ

, Y = ŷ + y, ŷ = yj+1,

κ̃ = 1 +
1
2hm

l
=

1

1−
1
2
hm

l

, κN =
1

1 + 1
2h
|rj+σN |
k
N− 1

2

, если rj+σN ≥ 0.

Перепишем задачу (3.1)–(3.4) в операторной форме:

{
κ∆α

0tj+σ
y = Λ(tj+σ)y(σ) + δy + Φ,

y(x, 0) = u0(x),
(3.5)

где

κ =

{
κi, x ∈ ωh,
1, x = 0, l,

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2
i

, t∗ = tj+
1
2 ,
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Λ
(
tj+σ

)
y(σ) =



Λ̃(tj+σ)y
(σ)
i =

κi
xmi

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
x

+
b−j

xim

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
+

b+j

xmi

(
xm
i+ 1

2

aji+1y
(σ)
x,i

)
− djiy

(σ)
i ,

Λ−y
(σ)
0 =

(m+ 1)
(
κ0a1y

(σ)
x,0 −

1
2
h

m+1d0y
(σ)
N

)
1
2h

, x = 0,

Λ+y
(σ)
N = −

κNaNy
(σ)
x̄,N + β̃

N∑
i=0

y
(σ)
i ~ + 1

2hdNy
(σ)
N

1
2h

, x = l,

δ(t)y =



δyi =
1

xmi
∆α

0tj+σ

(
xm
i− 1

2

γiyx̄,i

)
x
, (x, t) ∈ ωhτ ,

δ−y0 =
m+ 1

1
2h

∆α
0tj+σ

(
γ1yx,0

)
, x = 0,

δ+yN = − 1
1
2h

∆α
0tj+σ

(
γNyx̄,N

)
, x = l,

Φ =



ϕ = ϕi, (x, t) ∈ ωhτ ,

ϕ− =
(m+ 1)

1
2h

µ1, x = 0,

ϕ+ =
1

1
2h
µ2, x = l.

Введем скалярное произведение и норму в следующем виде:

(u, v) =
N−1∑
i=1

uivih, (u, u) = (1, u2) =
∥∥u∥∥2

0
, (u, v] =

N∑
i=1

uivi~,
∥∥u∣∣∣∣2

0
=

N∑
i=1

u2
i ~.

Найдем теперь априорную оценку. Для этого умножим (3.5) скалярно на xmy(σ). То-
гда получим(

κ∆α
0tj+σy, x

my(σ)
]

=
(

Λ(tj+σ)y(σ), xmy(σ)
]

+
(
δy, xmy(σ)

]
+
(

Φ, xmy(σ)
]
. (3.6)

Справедлива следующая [18]

Лемма 3. Для любой функции y(t), определенной на сетке ω̄τ , справедливо неравенство

y(σ)∆α
0tj+σy ≥

1

2
∆α

0tj+σ(y2).

Оценивая суммы, входящие в (3.6), с учетом леммы 3, получаем(κ
2
,∆α

0tj+σ(x
m
2 y)2

]
+
(γi

2
,∆α

0tj+σ(x̄
m
2 yx̄)2

]
+

1

1 + hM1

(
x̄maiκ, (y

(σ)
x̄ )2

]
≤M2

(∥∥xm2 y(σ)
∣∣∣∣2

0
+
∥∥x̄m2 y(σ)

x̄

∣∣∣∣2
0

)
−
(
d, xm

(
y(σ)

)2)
+(

x̄mN − xmN
)
y

(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
x̄,N + ∆α

0tj+σ(γNyx̄,N )
)
−

xm1
2

y
(σ)
0

(
κ0a1y

(σ)
x,0 + ∆α

0tj+σ(γ1yx,0)
)

+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+

y
(σ)
N xmN

(
µ2 − β̃

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdNy

(σ)
N

)
. (3.7)

Преобразуем третье, четвертое и шестое слагаемые в правой части (3.7) с учетом
(3.2), (3.3):
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(
x̄mN − xmN

)
y

(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
x̄N + ∆α

0tj+σ(γNyx̄,N )
)
−

xm1
2

y
(σ)
0

(
κ0a1y

(σ)
x,0 + ∆α

0tj+σ(γ1yx,0)
)

+ xmNy
(σ)
N

(
µ2 − β̃

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdNy

(σ)
N

)

=
(
x̄mN − xmN

)
y

(σ)
N

[
µ2 − β̃

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdNy

(σ)
N − 1

2
h∆α

0tj+σyN

]
+

xmNy
(σ)
N

[
µ2 − β̃

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdNy

(σ)
N

]
− xm1

2

y
(σ)
0

[ 1
2h

m+1
d0y

(σ)
0 +

1
2h

m+1
∆α

0tj+σy0 − µ1

]

= y
(σ)
N x̄mN

[
µ2 − β̃

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdNy

(σ)
N

]
− 1

2
hy

(σ)
N

(
x̄mN − xmN

)
∆0tj+σyN −

xm1
2

y
(σ)
0

[ 1
2h

m+1
d0y

(σ)
0 − µ1

]
−

1
2h

m+1
xm1

2

y
(σ)
0 ∆α

0tj+σy0

≤ x̄mNµ2y
(σ)
N − x̄mN β̃y

(σ)
N

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdN x̄

m
N

(
y

(σ)
N

)2 − xm1
2

1
2h

m+1
d0(y

(σ)
0 )2 +

xm1
2

µ1y
(σ)
0 − h

4

(
x̄mN − xmN

)
∆α

0tj+σy
2
N −

h

4(m+1)
xm1

2

∆α
0tj+σy

2
0. (3.8)

Учитывая (3.8), перепишем (3.7):(
κ
2
,∆α

0tj+σ

(
x
m
2 y
)2
]

+

(
γi
2
,∆α

0tj+σ

(
x̄
m
2 yx̄

)2
]

+
1

1 + hM1

(
x̄maiκ,

(
y

(σ)
x̄

)2
]

+

h

4(m+ 1)
xm1

2

∆α
0tj+σy

2
0 +

h

4

(
x̄mN − xmN

)
∆α

0tj+σy
2
N

≤M2

(∥∥xm2 y(σ)
∣∣∣∣2

0
+
∥∥x̄m2 y(σ)

x̄

∣∣∣∣2
0

)
−
(
d,
(
x
m
2 y(σ)

)2)− x̄mN β̃y(σ)
N

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~−

1

2
hdN x̄

m
N

(
y

(σ)
N

)2
− xm1

2

1
2h

m+1
d0

(
y

(σ)
0

)2
+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ x̄mNµ2y

(σ)
N + xm1

2

µ1y
(σ)
0 . (3.9)

Учитывая xm
N− 1

2

≥ 1

6
xmN , преобразуем некоторые слагаемые в (3.9):

(
κ
2
,∆α

0tj+σ(x
m
2 y)2

]
+
h

4

(
x̄mN − xmN

)
∆α

0tj+σy
2
N

≥
(
κ
2
,∆α

0tj+σ

(
x
m
2 y
)2)

+
h

4
xm
N− 1

2

∆α
0tj+σy

2
N

≥ M3

2

(
1,∆α

0tj+σ

(
x
m
2 y
)2)

+
1
2h

12
∆α

0tj+σ

(
x
m
2
N yN

)2

≥ 1

12

(
1,∆α

0tj+σ

(
x
m
2 y
)2)

+
1
2h

12
∆α

0tj+σ

(
x
m
2 yN

)2

≥ 1

12

(
1,∆α

0tj+σ

(
x
m
2 y
)2] ≥ 1

12
∆α

0tj+σ

∥∥xm2 y∥∥2

0
, (3.10)

где
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M3 =


1, если m = 0, m ≥ 1,

1

2
, если m ∈ (0, 1), h ≤ h0 =

√
12x2

m(1−m)
,

(
d,
(
x
m
2 y(σ)

)2)− x̄mN β̃y(σ)
N

N∑
i=0

xmi y
(σ)
i ~− 1

2
hdN x̄

m
N

(
y

(σ)
N

)2 −
xm1

2

1
2h

m+ 1
d0

(
y

(σ)
0

)2
+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ x̄mNµ2y

(σ)
N + xm1

2

µ1y
(σ)
0

≤M4

(∥∥xm2 y(σ)
∥∥2

0
+
∥∥x̄m2 y(σ)

x̄

∥∥2

0
+
(
x
m
2
1
2

y
(σ)
0

)2
)

+M5

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

)
. (3.11)

Перепишем (3.9) с учетом (3.10), (3.11):

∆α
0tj+σ

∥∥xm2 y∥∥2

1
+
∥∥x̄m2 y(σ)

x̄

∥∥2

0
≤M6

∥∥xm2 y(σ)
∥∥2

1
+M7

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

)
, (3.12)

где
∥∥xm2 y∥∥2

1
=
∥∥xm2 y∥∥2

0
+
∥∥x̄m2 yx̄∥∥2

0
+
(
x
m
2
1
2

y0

)2
.

Перепишем (3.12) в другой форме

∆α
0tj+σ

∥∥xm2 y∥∥2

1
≤Mσ

8

∥∥xm2 yj+1
∥∥2

1
+Mσ

9

∥∥xm2 yj∥∥2

1
+M7

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

)
. (3.13)

Справедлива следующая

Лемма 4. Пусть {pj} — последовательность, удовлетворяющая следующим услови-
ям :

p0 = 1, σ1−αpj =

j∑
s=1

(
cα,σs−1 − c

α,σ
s

)
pj−s, j ≥ 1,

тогда

0 < pj < 1,

j∑
s=k

pj−sc
α,σ
s−k = σ1−α, 1 ≤ k ≤ j, (3.14)

j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s <

j∑
s=0

pj−sc
α,σ
s = p0c0 = σ1−α, (3.15)

где

σ1−α =

{
σ1−α, j = 0,

1

2− α

(
(1 + σ)2−α − σ2−α

)
− 1

2

((
1 + σ

)1−α − σ1−α
)
, j ≥ 1.

Доказательство. Следуя [28], докажем равенство (3.14). Тогда, учитывая, что cs<cs−1

для s ≥ 1, получаем
j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s <

j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s−1, (3.16)

где
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j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s−1 =

j∑
s=0

pj−sc
α,σ
s . (3.17)

Из (3.16), (3.17) находим
j∑
s=j

pj−sc
α,σ
s−j = p0c0 = σ1−α. (3.18)

Учитывая (3.15), (3.18), получаем

j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s−1 = σ1−α,

j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s < σ1−α,

j∑
s=1

pj−s(c
α,σ
s−1 − c

α,σ
s ) < σ1−α,

j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s <

j∑
s=1

pj−sc
α,σ
s + pjc0, pjc0 > 0, c0 = σ1−α. (3.19)

Из (3.16) находим

c0pj =

j∑
s=1

(cα,σs−1 − c
α,σ
s )pj−s.

Из (3.15), (3.19) получаем

0 < pjc0 < σ1−α, 0 < pj < 1.

Пусть s = l + k − 1, тогда с учетом (3.17) получим

j∑
s=k

pj−sc
α,σ
s−k =

j−k+1∑
l=1

pj−k+1−lc
α,σ
l−1 = σ1−α, 1 ≤ k ≤ j.

Справедливы следующие леммы.

Лемма 5. Пусть выполнено (3.14), тогда для k = 1, 2, . . . получим

Γ(2− α)

Γ(1 + (k − 1)α)

j∑
s=1

pj−ss
(k−1)α ≤ σ1−αjkα

Γ(1 + kα)
. (3.20)

Лемма 5 доказывается аналогично [28, лемма 3.2].

Лемма 6. Пусть −→e = (1, 1, . . . , 1)> ∈ Rj,

J = 2σα−1Γ(2− α)λτα


0 p1 · · · pj−2 pj−1

0 0 · · · pj−3 pj−2

· · · · · · ·
0 0 · · · 0 p1

0 0 · · · 0 0


j×j

и выполнено (3.20), тогда получим

J i = 0, i ≥ j,
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Jk−→e ≤ 1

Γ(1 + kα)

((
2λtαj

)k
,
(
2λtαj−1

)k
, . . . ,

(
2λtα1

)k)>
, k = 0, 1, 2, . . . ,

i∑
s=0

Js−→e =

j−1∑
s=0

Js−→e ≤
(
Eα
(
2λtαj

)
, Eα

(
2λtαj−1

)
, . . . , Eα

(
2λtα1

))>
, i ≥ j.

Лемма 6 доказывается аналогично [28, лемма 3.3].

Лемма 7. Предположим, что неотрицательные последовательности yj , ϕj (j = 0,
1, 2, . . . ) удовлетворяют неравенству

∆α
0tj+σy

j ≤ λ1y
j+1 + λ2y

j + ϕj , j ≥ 1,

где λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 — константы, тогда существует такое τ0, что если τ ≤ τ0, то

yj+1 ≤ 2

(
y0 +

tαj
Γ(1 + α)

max
0≤j′≤j

ϕj
′
)
Eα(2λtαj ), 1 ≤ j ≤ j0,

где Eα(z) =
∑∞

k=0
zk

Γ(1 + kα)
— функция Миттаг–Леффлера, λ = λ1 +

λ2

2 + 21−α .

Лемма 7 доказывается на основании лемм 4–6 аналогично [28, лемма 3.1].
На основании леммы 7 из (3.13) получаем

∥∥xm2 yj+1
∥∥2

1
≤M

(∥∥xm2 y0
∥∥2

1
+ max

0≤j′≤j

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

))
, (3.21)

где M > 0 — константа, не зависящая от h и τ .
Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.5), тогда существуют такие h0 и τ0, что

если h ≤ h0 =

√
12x2

m(1−m)
, τ ≤ τ0(c0, c1, c2, α, σ), то для решения разностной задачи

(3.1)–(3.4) справедлива априорная оценка (3.21).

Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1)–(1.4), y(xi, tj) = yji — решение разностной задачи
(3.1)–(3.4). Для оценки точности разностной схемы (3.1)–(3.4) рассмотрим разность zji =

yji −u
j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z+u в соотношения (3.1)–(3.4), получаем

задачу для функции z:

κ∆α
0tj+σzi =

κ
xmi

(
xm
i− 1

2

ajiz
(σ)
x̄i

)
x

+
1

xmi
∆α

0tj+σ

(
xm
i− 1

2

γizx̄,i

)
x

+
b−j

xmi

(
xm
i− 1

2

ajiz
(σ)
x̄,i

)
+

b+j

xmi

(
xm
i+ 1

2

aji+1z
(σ)
x,i

)
− djiz

(σ)
i + Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ , (3.22)

κ0a1z
(σ)
(x,0) + ∆α

0tj+σ

(
γ1zx,0

)
=

1
2h

m+ 1

(
∆α

0tj+σz0 + d0z
(σ)
0

)
− ν1, t ∈ ωτ , x = 0, (3.23)

−
(
κNaNz

(σ)
x̄,N + ∆α

0tj+σ

(
γNzx̄,N

))
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= β̃

N∑
i=0

xmi z
(σ)
i ~ +

1

2
hdNz

(σ)
N +

1

2
h∆α

0tj+σzN − ν2, x = N, (3.24)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, t = 0, (3.25)

где ‖xΨ‖20 = O
(
h2 + τ2

)
, ν1 = O

(
h2 + τ2

)
, ν2 = O

(
h2 + τ2

)
— погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) разностной схемой (3.1)–(3.4) в классе решении
u = u(x, t) задачи (1.1)–(1.4).

Применяя априорную оценку (3.21) к решению задачи (3.22)–(3.25), получаем нера-
венство ∥∥xm2 zj+1

∥∥2

1
≤M max

0≤j′≤j

(∥∥xm2 Ψj ′
∥∥2

0
+ ν2

1 + ν2
2

)
,

где M > 0 — константа, не зависящая от h и τ . Отсюда вытекает априорная оценка∥∥xzj+1
∥∥2

1
≤M max

0≤j′≤j

(∥∥xΨj ′
∥∥2

0
+ ν2

1 + ν2
2

)
, (3.26)

где M > 0 — константа, не зависящая от h и τ .
Из априорной оценки (3.26) следует сходимость решения разностной задачи

(3.1)–(3.4) к решению дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) в смысле нормы
∥∥xzj+1

∥∥2

1

на каждом слое так, что если существуют такие h0 и τ0, то при h ≤ h0 =

√
12x2

m(1−m)
и

τ ≤ τ0(c0, c1, c2, α, σ) справедлива априорная оценка∥∥x(yj+1 − uj+1
)∥∥

1
≤M

(
h2 + τ2

)
.

4. Постановка нелокальной краевой задачи Б и
априорная оценка в дифференциальной форме

Рассмотрим следующую нелокальную краевую задачу для уравнения (1.1). Заменим
условие (1.3) условием вида

−Π(l, t) = β(t)u(0, t) +

t∫
0

ρ(t, τ)u(0, τ) dτ − µ(t), |β| ≤ c2. (4.1)

Для получения априорной оценки решения умножим (1.1) скалярно на xmu. Тогда,
учитывая (4.1), после несложных преобразований получим

∂α0t
∥∥xm2 u∥∥2

0
+

∫ l

0
η(x)∂α0t(x

m
2 ux)2dx+

∥∥xm2 ux∥∥2

0
≤M5

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+M6

t∫
0

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+

M7

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+ µ2(t)

)
, (4.2)

где
∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

=
∥∥xm2 u∥∥2

0
+
∥∥xm2 ux∥∥2

0
.Применяя к обеим частям (4.2) оператор дробного

интегрирования D−α0t , из (4.2) находим
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∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+D−α0t

∥∥xm2 ux∥∥2

0
≤M5D

−α
0t

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+M6D
−α
0t

∫ t

0

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

dτ+

M8

(
D−α0t

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+ µ2(t)

)
+
∥∥xm2 u0(x)

∥∥2

W 1
2 (0,l)

)
. (4.3)

Преобразуем второе слагаемое в правой части (4.3) следующим образом:

D−α0t

∫ t

0

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

dτ=
1

Γ(α)

∫ t

0

dτ

(t− τ)1−α

∫ τ

0

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

∫ t

s

dτ

(t− τ)1−α

=
1

Γ(α)

∫ t

0

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

(
− (t− τ)α

α

∣∣∣t
s

)
ds

=
1

αΓ(α)

∫ t

0
(t− s)α

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

ds

=
1

Γ(α+ 1)

∫ t

0
(t− τ)α

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

dτ

≤ 1

αΓ(α)

∫ t

0

(t−τ)
∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

dτ

(t−τ)1−α ≤ T

α
D−α0t

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

. (4.4)

Из (4.3), учитывая (2.3)–(2.6) и (4.4), находим искомую априорную оценку

∥∥xm2 u∥∥2

W 1
2 (0,l)

+D−α0t

∥∥xm2 ux∥∥2

0
≤M

(
D−α0t

(∥∥xm2 f∥∥2

0
+ µ2(t)

)
+
∥∥xm2 u0(x)

∥∥2

W 1
2 (0,l)

)
, (4.5)

где M > 0 — константа, зависящее только от входных данных задачи (1.1), (1.2),
(4.1), (1.4).

Справедлива следующая

Теорема 3. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),
u(x, t) ∈ C2,0

(
QT
)
∩C1,0

(
QT
)
, ∂α0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (1.5) и (4.1), тогда

для решения u(x, t) задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) справедлива априорная оценка (4.5).

5. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) поставим
в соответствие разностную схему порядка аппроксимации O

(
h2 + τ2

)
:

κ∆α
0tj+σyi =

κ
xmi

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
x

+
1

xmi
∆α

0tj+σ

(
xm
i− 1

2

γiyx̄,i

)
x

+
b−j

xmi

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
+

b+j

xmi

(
xm
i+ 1

2

aji+1y
(σ)
x,i

)
− djiy

(σ)
i + ϕji , (x, t) ∈ ωh,τ , (5.1)

κ0a1y
(σ)
x,0 + ∆α

0tj+σ

(
γ1yx,0

)
=

1
2h

m+ 1
∆α

0tj+σy0 +
1
2h

m+ 1
dj0y

(σ)
0 − µ1, t ∈ ωτ , x = 0, (5.2)
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−
(
κNaNy

(σ)
x̄,N + ∆α

0tj+σ

(
γNyx̄,N

))
= β̃y

(σ)
0 +

j− 1
2∑

s=0

ρ
j+ 1

2
s y

(σ),s
0 τ̄ +

1

2
hdNy

(σ)
N +

1

2
h∆α

0tj+σyN − µ2, x = N, (5.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, t = 0, (5.4)

Перепишем задачу (5.1)–(5.4) в операторной форме:{
κ∆α

0tj+σ
y = Λ(tj+σ)y(σ) + δy + Φ,

y(x, 0) = u0(x),
(5.5)

где

κ =

{
κi, x ∈ ωh,
1, x = {0, l},

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2
i

, t∗ = tj+1/2,

Λ(tj+σ)y(σ) =



Λ̃(tj+σ)y
(σ)
i =

κi
xmi

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
x

+
b−j

xim

(
xm
i− 1

2

ajiy
(σ)
x̄,i

)
+

b+j

xmi

(
xm
i+ 1

2

aji+1y
(σ)
x,i

)
− djiy

(σ)
i ,

Λ−y
(σ)
0 =

(m+ 1)
(
κ0a1y

(σ)
x,0 −

1
2
h

m+1d0y
(σ)
0

)
1
2h

, x = 0,

Λ+y
(σ)
N = −

κNaNy
(σ)
x̄,N + β̃y

(σ)
0 +

j− 1
2∑

s=0
ρ
j+ 1

2
s y

(σ),s
0 τ̄ + 1

2hdNy
(σ)
N

1
2h

, x = l,

δ(t)y =



δyi =
1

xmi
∆α

0tj+σ

(
xm
i− 1

2

γiyx̄,i

)
x
, (x, t)∈ωhτ ,

δ−y0 =
m+ 1

1
2h

∆α
0tj+σ

(
γ1yx,0

)
, x = 0,

δ+yN = − 1
1
2h

∆α
0tj+σ

(
γNyx̄,N

)
, x = l,

Φ =


ϕ = ϕi, (x, t)∈ωhτ ,

ϕ−=
(m+1)

1
2h

µ1, x = 0,

ϕ+ = 1
1
2
h
µ2, x = l.

Введем скалярное произведение и норму в следующем виде:

(
u, v
]

=
N∑
i=1

uivi~,
∥∥u∥∥2

0
=

N∑
i=1

u2
i ~, ~ =


1

2
h, i = N,

h, i 6= N.

Умножим (5.5) теперь скалярно на xmy(σ), тогда получим(
κ∆α

0tj+σy, x
my(σ)

]
=
(

Λ(tj+σ)y(σ), xmy(σ)
]

+
(
δy, xmy(σ)

]
+
(

Φ, xmy(σ)
]
. (5.6)
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Из (5.6) после нетрудных преобразований получаем

∆α
0tj+σ

∥∥xm2 y∥∥2

1
+
∥∥x̄m2 y(σ)

x̄

∥∥2

0

≤M1

∥∥xm2 y(σ)
∥∥2

1
+M2

j∑
s=0

∥∥xm2 y∥∥2

W 1
2 (0,l)

τ̄ +M3

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+µ2

1 +µ2
2

)
, (5.7)

где∥∥xm2 y∥∥2

1
=
∥∥xm2 y∥∥2

0
+
∥∥x̄m2 yx̄∥∥2

0
+
(
x
m
2
1
2

y0

)2
,

∥∥xm2 y∥∥2

W 1
2 (0,l)

=
∥∥xm2 y∥∥2

0
+
∥∥x̄m2 yx̄∥∥2

0
.

Обозначая через F = M2
∑j

s=0

∥∥xm2 y∥∥2

W 1
2 (0,l)

τ̄ + M3

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

)
и повторяя

рассуждения (3.13)–(3.21), из (5.7) получим

∥∥xm2 yj+1
∥∥2

1
≤M4

(∥∥xm2 y0
∥∥2

1
+ max

0≤j′≤j

( j∑
s=0

∥∥xm2 y∥∥2

W 1
2 (0,l)

τ̄ +
∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

))
. (5.8)

Введя обозначение gj = max
0≤j′≤j

∥∥xm2 y∥∥2

W 1
2 (0,l)

, с учетом
∥∥xm2 y∥∥2

W 1
2 (0,l)

=
∥∥xm2 y∥∥2

0
+
∥∥x̄m2 yx̄∥∥2

0

из (5.8) получим

gj+1 ≤M5

j∑
s=0

gsτ +M12F
j
1 , (5.9)

где

F j1 =
∥∥xm2 y0

∥∥2

1
+

tαj
Γ(1 + α)

max
0≤j′≤j

(∥∥xm2 ϕ∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

)
.

На основании [29, с. 171, лемма 4] из (5.9) получем искомую априорную оценку

∥∥xm2 yj+1
∥∥2

W 1
2 (0,l)

≤M

(∥∥xm2 y0
∥∥2

1
+

tαj
Γ(1 + α)

max
0≤j′≤j

(∥∥xm2 ϕj ′∥∥2

0
+ µ2

1 + µ2
2

))
, (5.10)

где M > 0, не зависящая от h и τ .
Справедлива следующая

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.5) и (4.1) тогда существуют такие h0 и τ0,

что если h ≤ h0 =
√

12x2

m(1−m) и τ ≤ τ0(c0, c1, c2, α, σ), то для решения разностной задачи
(5.1)–(5.4) справедлива априорная оценка (5.10).

Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4), y(xi, tj) = yji — решение раз-
ностной задачи (5.1)–(5.4). Для оценки точности разностной схемы (5.1)–(5.4) рассмот-
рим разность zji = yji − u

j
i , где u

j
i = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения

(5.1)–(5.4), получаем задачу для функции z:

κ∆α
0tj+σzi =

κ
xmi

(
xm
i− 1

2

ajiz
(σ)
x̄,i

)
x

+
1

xmi
∆α

0tj+σ

(
xm
i− 1

2

γizx̄,i

)
x

+
b−j

xmi

(
xm
i− 1

2

ajiz
(σ)
x̄,i

)
+
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b+j

xmi

(
xm
i+ 1

2

aji+1z
(σ)
x,i

)
− djiz

(σ)
i + Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ , (5.11)

κ0a1z
(σ)
x,0 + ∆α

0tj+σ

(
γ1zx,0

)
=

1
2h

m+ 1
∆α

0tj+σz0 +
1
2h

m+ 1
dj0z

(σ)
0 − ν1, t ∈ ωτ , x = 0, (5.12)

−
(
κNaNz

(σ)
x̄,N + ∆α

0tj+σ

(
γNzx̄,N

))
= β̃z

(σ)
0 +

j− 1
2∑

s=0

ρ
j+ 1

2
s z

(σ),s
0 τ̄ +

1

2
hdNz

(σ)
N +

1

2
h∆α

0tj+σzN − ν2, x = N, (5.13)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, t = 0, (5.14)

где ‖xΨ‖20 = O
(
h2 + τ2

)
, ν1 = O

(
h2 + τ2

)
, ν2 = O

(
h2 + τ2

)
— погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) разностной схемой (5.1)–(5.4) в классе
решении u = u(x, t) задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4).

Применяя априорную оценку (5.10) к решению задачи (5.11)–(5.14), получаем нера-
венство ∥∥xm2 zj+1

∥∥2

W 1
2 (0,l)

≤M max
0≤j′≤j

(∥∥xm2 Ψj ′
∥∥2

0
+ ν2

1 + ν2
2

)
, (5.15)

где M > 0 — константа, не зависящая от h и τ .
Отсюда вытекает априорная оценка∥∥xzj+1

∥∥2

W 1
2 (0,l)

≤M max
0≤j′≤j

(∥∥xΨj ′
∥∥2

0
+ ν2

1 + ν2
2

)
, (5.16)

где M > 0 — константа, не зависящая от h и τ .
Из априорной оценки (5.16) следует сходимость решения разностной задачи

(5.1)–(5.4) к решению дифференциальной задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) в смысле нор-
мы ‖xzj+1‖2

W 1
2 (0,l)

на каждом слое так, что если существуют такие τ0 и h0, то при

h ≤ h0 =

√
12x2

m(1−m)
и τ ≤ τ0(c0, c1, c2, α, σ) справедлива априорная оценка

∥∥x(yj+1 − uj+1
)∥∥2

W 1
2 (0,l)

≤M
(
h2 + τ2

)
.

Замечание. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда
условие (1.3) заменяется условием вида

∂α0t

∫ l

0
xmu(x, t) dx = µ(t), 0 ≤ t ≤ T.

6. Алгоритмы численного решения рассматриваемых задач

Для численного решения разностных схем (3.1)–(3.4) и (5.1)–(5.4) приведем их к рас-
четному виду. Для начала рассмотрим разностную схему (3.1)–(3.4). Тогда уравнение
(3.1) приводится к следующему виду:

Aiy
j+1
i−1 − Ciy

j+1
i +Biy

j+1
i+1 = −F ji , i = 1, N − 1, (6.1)

где
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Ai =

(
τσκji a

j
i + γi

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
− τhσb−ji aji

)
xm
i− 1

2

,

Bi =

(
τσκji a

j
i+1 + γi+1

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ τhσb+ji aji+1

)
xm
i+ 1

2

,

Ci = Ai +Bi + xmi κih2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ xmi στh

2dji ,

F ji = AAiy
j
i−1− CCiy

j
i +BBiy

j
i+1 + xmi h

2τϕji −

xmi κih2 τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

i − ysi ) +

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γi+1yi+1

)s+1 −
(
γi+1yi+1

)s)−
τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
(γi + γi+1)yi

)s+1 −
(
(γi + γi+1)yi

)s)
+

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γiyi−1

)s+1 −
(
γiyi−1

)s)
,

AAi =

(
τ(1− σ)κji a

j
i − γi

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
− τh(1− σ)b−ji aji

)
xm
i− 1

2

,

BBi =

(
τ(1− σ)κji a

j
i+1 − γi+1

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ τh(1− σ)b+ji aji+1

)
xm
i+ 1

2

,

CCi = AAi +BBi − xmi κih2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ xmi (1− σ)τh2dji .

Краевое условие (3.2) принимает вид

yj+1
0 = κ1y

j+1
1 + µ̃1, (6.2)

где

κ1 =
τσκ0a1 + γ1

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)

τσκ0a
j
1 + γ1

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2h

2 τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)(m+1) +
1
2
στh2dj0
m+1

,

µ̃1 =

[
µ1hτ + τ(1− σ)κ0a1(yj1 − y

j
0)− γ1

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
(yj1 − y

j
0) +

1
2h

2

(m+ 1)

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
y0 −

1
2h

2

m+ 1

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

0 − ys0) +

τ1−α

Γ(2− α)(m+ 1)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γ1y1

)s+1 −
(
γ1y1

)s)− 1
2(1− σ)τh2dj0y

j
0

m+ 1
−
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τ1−α

Γ(2− α)(m+ 1)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γ1y0

)s+1 −
(
γ1y0

)s)]/
[
τσκ0a

j
1 + γ1

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+

1

2
h2 τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)(m+ 1)
+

0.5στh2dj0
m+ 1

]
.

Краевое условие (3.3) принимает вид

yj+1
N = κ2y

j+1
N−1 + κ3y

j+1
N−2 + κ4y

j+1
N−3 + · · ·+ κN+1y

j+1
0 + µ̃2, (6.3)

где

κ2 =
τσκNaN + γN

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α) − στh
2κ̃βxmN−1

τσκNajN + γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2h

2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2στh

2djN + 1
2στh

2κ̃βxmN
,

κi =
στh2κ̃βxmN−i+1

τσκNajN + γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2h

2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2στh

2djN + 1
2στh

2κ̃βxmN
, i = 3, N,

κN+1 =
1
2στh

2κ̃βxm0

τσκNajN + γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2h

2 τ
1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2στh

2djN + 1
2στh

2κ̃βxmN
,

µ̃2 =

[
µ2hτ − τ(1− σ)κNaN (yjN − y

j
N−1)− 1

2
(1− σ)τh2djNy

j
N −

(1− σ)τhκ̃β
N∑
i=0

xmi yi~ + γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
(yjN − y

j
N−1) +

1

2
h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
yN −

1

2
h2 τ1−α

Γ(2−α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

N − ysN )− τ1−α

Γ(2−α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γNyN

)s+1−
(
γNyN

)s)
+

τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γNyN−1

)s+1 −
(
γNyN−1

)s)]/
[
τσκNajN + γN

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+

1

2
h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+

1

2
στh2djN +

1

2
στh2κ̃βxmN

]
.

Для решения (6.1)–(6.3) применяется метод окаймления [30]. Разностная схема
(3.1)–(3.4) таким образом приводится к двум трехдиагональным системам линейных ал-
гебраических уравнений, решение каждой из которой легко находится известным мето-
дом прогонки.

Рассмотрим теперь разностную схему (5.1)–(5.4). Тогда краевое условие (5.3) прини-
мает вид

yj+1
N = κ2y

j+1
N−1 + κ3y

j+1
0 + µ̃2, (6.4)

где

κ2 =
τσκNaN + γN

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2−α)

τσκNajN + γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2h

2κ̃
(
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + στdjN

) ,
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κ3 = −
τσhκ̃β + 1

2τ
2hκ̃ρj+

1
2

j+1

τσκNajN + γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + 1
2h

2κ̃
(
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2−α) + στdjN

) ,

µ̃2 =

[
µ2hτ − τ(1− σ)κNaN (yjN − y

j
N−1)− 1

2
κ̃(1− σ)τh2djNy

j
N − κ̃(1− σ)τhβ̃yj0 +

γN
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
(yjN − y

j
N−1) +

1

2
h2 τ

1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
yN −

1

2
h2 τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s (ys+1

N − ysN )− τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γNyN

)s+1 −
(
γNyN

)s)
+

τhκ̃
j−1∑
s=1

ρjsy
s
0τ + (1− σ)τ2hκ̃ρj+

1
2

0 y0
0 +

στ2hκ̃ρj+
1
2

j yj0 +
τ1−α

Γ(2− α)

j−1∑
s=0

c
(α,σ)
j−s

((
γNyN−1

)s+1 −
(
γNyN−1

)s)]/
[
τσκNajN + γN

τ1−αc
(α,σ)
0

Γ(2− α)
+

1

2
h2κ̃

(
τ1−αc

(α,σ)
0

Γ(2− α)
+ στdjN

)]
.

Разностная схема (5.1)–(5.4) с учетом (6.1), (6.2), (6.4) как и выше методом окаймле-
ния приводится к двум трехдиагональным системам линейных алгебраических уравне-
ний, решение каждой из которых легко находится известным методом прогонки.

7. Результаты численного эксперимента

Тестовый пример 1. Рассмотрим задачу (1.1)–(1.4), где

k(x, t) = ex+t, η(x) = ex, r(x, t) =

(
x− 1

2

)
(x+ t), q = xt2,

f(x, t) = x4 6t3−α

Γ(4− α)
− 4t3ex+t(x3 + 3x2)− 4ex(x3 + 3x2)

6t3−α

Γ(4− α)
−

4t3x3

(
x− 1

2

)
(x+ t)− 4mex+tx2t3 − 4mexx2 6t3−α

Γ(4− α)
+ t5x5,

β = el+t, µ = el+tt3
lm+5

m+ 5
+ 4l3t3el+t + 4ell3

6t3−α

Γ(4− α)
, u0(x) = 0, l = 1, T = 1.

Точное решение задачи u(x, t) = t3x4.

Тестовый пример 2. Рассмотрим задачу (1.1), (1.2), (4.1), (1.4), где

µ(t) = el+l
m+2+tt3(m+ 2)lm+1 +

6t3−α

Γ(4− α)
el+l

m+2
(m+ 2)lm+1 + t3 cos(l + t) +

t7

5
,

f(x, t) =
6t3−α

Γ(4− α)
ex

m+2 − ex+xm+2+tt3(m+ 2)
(

(2m+ 1)xm +
(
1 + (m+ 2)xm+1

)
xm+1

)
−
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6t3−α

Γ(4− α)
ex+xm+2

(m+ 2)
(

(2m+ 1)xm +
(
1 + (m+ 2)xm+1

)
xm+1

)
−(

x− 1

2

)
(x+t)t3(m+2)xm+1ex

m+2
+ xt5ex

m+2
, ρ(t, τ) = t2τ, β = cos(l+t).

Точное решение задачи u(x, t) = t3ex
m+2

.
На тестовых примерах 1 и 2 при различных значениях α = 0.01; 0.5; 0.99,

m = 0; 0.5; 1; 1.5; 2 и уменьшении размера сетки были исследованы максимальное зна-
чение погрешности (z = y−u) и порядок сходимости (ПС) в нормах |[·]|0 и

∥∥ ·∥∥
C(w̄hτ )

, где∥∥y∥∥
C(w̄hτ )

= max(xi,tj)∈w̄hτ |y|, когда h = τ . Полученные результаты показывают, что по-
грешность уменьшается в соответствии с порядком аппроксимации O(h2 + τ2). Порядок
сходимости определяется по следующей формуле:

ПС = log h1
h2

|[z1]|0
|[z2]|0

=
ln
(
|[z1]|0
|[z2]|0

)
ln
(
|[N2]|0
|[N1]|0

) ,
где zi — это погрешность, соответствующая hi.
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