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Введение

Функции чувствительности играют большую роль при исследовании схем двойствен-
ности, основанных на модифицированных функциях Лагранжа в конечномерных зада-
чах оптимизации [1–4]. Их характеристические свойства во многом являются решаю-
щими при исследовании сходимости методов двойственности. Аналогичная картина на-
блюдается и в бесконечномерных вариационных неравенствах механики, в которых ис-
следование функционалов чувствительности существенно опирается на свойства следов
функций на границе области.
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В работе обосновывается слабая полунепрерывность снизу функционала чувствитель-
ности в скалярной задаче Синьорини. Исследуется метод двойственности, основанный на
модифицированных функционалах Лагранжа.

1. Функционал чувствительности

Рассмотрим скалярную задачу Синьорини:
J(v) =

1
2

∫
Ω

|∇v|2 dΩ−
∫
Ω

f v dΩ → min,

v ∈ K =
{
w ∈ W 1

2 (Ω) : −γw ≤ 0 на Γ
}

.

(1)

Здесь Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) — ограниченная область с достаточно гладкой границей Γ,
f ∈ L2(Ω) — заданная функция, γv ∈ W

1/2
2 (Γ) — след функции v ∈ W 1

2 (Ω) на Γ.
Так как функционал J(v) не является сильно выпуклым на W 1

2 (Ω), то задача (1)
может не иметь решения. Однако если выполнено условие∫

Ω

f dΩ < 0, (2)

то для v ∈ K выполняется условие J(v) → +∞ при ‖v‖W 1
2 (Ω) →∞, и поэтому задача (1)

разрешима. Более того, условие (2) обеспечивает единственность решения задачи (1).
Ниже везде будем предполагать, что (2) выполнено.

Для упрощения дальнейшего изложения при обозначении следов функций на границе
области будем опускать символ оператора следа γ.

Для любого m ∈ L2(Γ) введем множество

Km =
{
v ∈ W 1

2 (Ω) : −v ≤ m на Γ
}

и определим для функций m ∈ L2(Γ) функционал чувствительности

χ(m) = inf
v∈Km

J(v). (3)

Нетрудно заметить, что если функция m ∈ L2(Γ) ограничена снизу на Γ, то соответ-
ствующее множество Km не является пустым. Множество Km может быть пустым, если
m ∈ L2(Γ)\W

1/2
2 (Γ) и не ограничена снизу на Γ (см. [5, 6]). Если Km = Ø, то по определе-

нию полагаем χ(m) = +∞. Тогда χ(m) является собственным выпуклым функционалом
на L2(Γ), но его эффективная область domχ = {m ∈ L2(Γ): χ(m) < +∞} не совпадает
с L2(Γ). Заметим, что domχ является выпуклым, но не замкнутым множеством. При
этом domχ = L2(Γ).

В опубликованных ранее работах [7–9] это обстоятельство не учитывалось и подразу-
мевалось, что эффективная область функционала чувствительности совпадает со всем
L2(Γ). В данной работе эта неточность исправлена. Все теоремы о сходимости методов
двойственности, рассмотренные в ранее опубликованных работах, остаются в силе.

Пусть m ∈ domχ и um ∈ W 1
2 (Ω) — решение задачи
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J(v) =

1
2

∫
Ω

|∇v|2 dΩ−
∫
Ω

f v dΩ → min,

v ∈ Km =
{
w ∈ W 1

2 (Ω) : −w ≤ m на Γ
}

,

(4)

тогда χ(m) = J(um).

Теорема 1. Пусть m /∈ domχ. Тогда для любой последовательности {mi} ⊂ domχ,
такой, что limi→∞ ‖mi −m‖L2(Γ) = 0, справедливо limi→∞ χ(mi) = +∞.

Доказательство. Возьмем функцию m, не принадлежащую domχ, и рассмотрим про-
извольную последовательность {mi} ⊂ domχ, такую, что

lim
i→∞

‖mi −m‖L2(Γ) = 0.

Обозначим vi = arg minv∈Kmi
J(v). Покажем, что limi→∞ ‖vi‖W 1

2 (Ω) = +∞. Допустим
противное, т. е., что существует подпоследовательность {vij} и постоянная C > 0 такие,
что ‖vij‖W 1

2 (Ω) ≤ C ∀ ij . Так как W 1
2 (Ω) ⊂ W

1/2
2 (Γ), то ‖vij‖W

1/2
2 (Γ)

≤ C1, C1 > 0 —

константа и, кроме того,
{
vij

}
является компактной последовательностью в L2(Γ). Пусть

v̂ ∈ W
1/2
2 (Γ) есть ее слабая предельная точка. Не ограничивая общности, можно считать,

что v̂ есть слабый предел
{
vij

}
в W

1/2
2 (Γ). Тогда

{
vij

}
сильно сходится к v̂ в L2(Γ) и

одновоременно−vij ≤ mij на Γ. Поэтому−v̂ ≤ m на Γ, что означает Km 6= Ø. Полученное
противоречие доказывает, что limi→∞ ‖vi‖W 1

2 (Ω) = +∞.
Обозначим vi = 1

mesΓ

∫
Γ vi dΓ. Так как −vi ≤ mi на Γ, то −vi ≤ 1

mesΓ

∫
Γ mi dΓ. Имеем∣∣∣∣∣

∫
Γ

mi dΓ
∣∣∣∣ ≤ (mesΓ)1/2‖mi‖L2(Γ),

−(mesΓ)1/2‖mi‖L2(Γ) ≤
∫
Γ

mi dΓ ≤ (mesΓ)1/2‖mi‖L2(Γ).

Следовательно,
−vi ≤ (mesΓ)−1/2‖mi‖L2(Γ), i = 1, 2, . . . .

Так как limi→∞ ‖mi −m‖L2(Γ) = 0, то для произвольного ε > 0 при достаточно боль-
ших i имеет место

‖mi‖L2(Γ) ≤ ‖m‖L2(Γ) + ε.

Это означает, что

−vi ≤ (mesΓ)−1/2
(
‖m‖L2(Γ) + ε

)
≤ C2, C2 = const > 0. (5)

Воспользуемся представлением vi = vi + ṽi. Тогда имеем

χ(mi) = J(vi) = J(ṽi + vi) =
1
2

∫
Ω

|∇ṽi|2 dΩ−
∫
Ω

f (ṽi + vi) dΩ

=
1
2

∫
Ω

|∇ṽi|2 dΩ−
∫
Ω

f ṽi dΩ− vi

∫
Ω

f dΩ. (6)

Для функции ṽi выполняется
∫
Γ ṽi dΓ = 0. Тогда (см. [11, с. 73]) существует постоян-

ная γ̃ > 0, не зависящая от ṽi, такая, что
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∫
Ω

|∇ṽi|2 dΩ ≥ γ̃ ‖ṽi‖2
W 1

2 (Ω) .

Отсюда и из (6) следует оценка

χ(mi) ≥
γ̃

2
‖ṽi)‖2

W 1
2 (Ω) − ‖f‖L2(Ω) ‖ṽi‖W 1

2 (Ω) − vi

∫
Ω

f dΩ. (7)

Так как ‖vi‖W 1
2 (Ω) →∞ при i →∞, то хотя бы одна из величин ‖ṽi‖W 1

2 (Ω), ‖vi‖W 1
2 (Ω)

стремится к бесконечности. С учетом неравенств (2), (5), (7) это означает, что
J(vi) → +∞ при i → +∞ или

lim
i→∞

χ(mi) = +∞. (8)

Теорема 2. Пусть m ∈ domχ. Тогда для любой последовательности {mk} ⊂ domχ,
сходящейся к m в L2(Γ), имеет место limk→∞ χ(mk) ≥ χ(m).

Доказательство. Имеем {mk} ⊂ domχ и limk→∞ ‖mk−m‖L2(Γ) = 0. Из последователь-
ности {mk} выделим подпоследовательность {mki

}, для которой

lim
i→∞

χ(mki
) = lim

k→∞
χ(mk).

Рассмотрим подпоследовательность
{
umki

}
, где umki

= arg minv∈Kmki
J(v). Из формул

(5) и (7) вытекает, что
{
umki

}
является ограниченной последовательностью в W 1

2 (Ω)

(иначе limi→∞ χ(mki
) = +∞ и теорема доказана). Так как W 1

2 (Ω) ⊂ W
1/2
2 (Γ), то

{
umki

}
ограничена и в W

1/2
2 (Γ). Тем самым получаем, что последовательность

{
umki

}
слабо

компактна в W
1/2
2 (Γ). Пусть u — ее слабая предельная точка. Не ограничивая общности,

будем считать, что
{
umki

}
является слабо сходящейся последовательностью, т. е. u есть

слабый предел
{
umki

}
. Так как W

1/2
2 (Γ) компактно вкладывается в L2(Γ) и L2(Γ) ⊂

W
−1/2
2 (Γ), то

{
umki

}
сходится в L2(Γ) к u. Имеем mki

→ m в L2(Γ), umki
→ u в L2(Γ) и

−umki
≤ mki

на Γ. Тогда −u ≤ m на Γ. Обозначим û = arg min−v=u на Γ J(v). Имеем

J(umki
)− J(û) =

∫
Ω

∇û · ∇(umki
− û) dΩ−

∫
Ω

f(umki
− û) dΩ +

1
2

∫
Ω

|∇(umki
− û)|2dΩ =< µ, umki

− û > +
1
2

∫
Ω

|∇(umki
− û)|2dΩ,

где

< µ, v >=
∫
Ω

∇û · ∇v dΩ−
∫
Ω

f v dΩ,

и при этом µ ∈ W
−1/2
2 (Γ) (см. [5, 10]).

Так как {umki
} слабо сходится к u в W

1/2
2 (Γ), то
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lim
i→∞

< µ, umki
− û >= 0.

Поэтому
lim
i→∞

J(umki
) ≥ J(û) ≥ χ(u)

или
lim
i→∞

χ(mki
) ≥ χ(u) ≥ χ(m).

Из теорем 1 и 2 вытекает полунепрерывность снизу функционала χ(m) на L2(Γ), а с
учетом выпуклости функционала — и его слабая полунепрерывность снизу на L2(Γ).

2. О сходимости метода двойственности

Для произвольного фиксированного l ∈ L2(Γ) рассмотрим функционал

F (m) = χ(m) +
∫
Γ

l mdΓ +
r

2

∫
Γ

m2 dΓ, r = const > 0.

Функционал F (m) играет большую роль при исследовании методов двойственности, ос-
нованных на модифицированных функционалах Лагранжа [7–9].

Теорема 3. Функционал F (m) является коэрцитивным в L2(Γ).

Доказательство. Рассмотрим последовательность {mk} ⊂ domχ, такую, что
‖mk‖L2(Γ) → +∞. Как и ранее, обозначим

vmk
= arg min

−v≤mk

J(v).

Для функции v ∈ W 1
2 (Ω) построим функции v = (1/mesΓ)

∫
Γ v dΓ и ṽ = v−v. Повторяя

аналогичные рассуждения, что и в теореме 1, получим оценку

χ(mk) = J(vmk
) ≥

γ̃

2
‖ṽmk

‖2
W 1

2 (Ω) − ‖f‖L2(Ω) ‖ṽmk
‖W 1

2 (Ω) −
1

mes Γ

∫
Γ

vmk
dΓ

∫
Ω

f dΩ.

Так как −
∫
Γ vmk

dΓ ≤
∫
Γ mk dΓ, то, с учетом (2), получаем

−
∫
Γ

vmk
dΓ

∫
Ω

f dΩ ≥
∫
Γ

mk dΓ
∫
Ω

f dΩ.

Тем самым

χ(mk) ≥
γ̃

2
‖ṽmk

‖2
W 1

2 (Ω) − ‖f‖L2(Ω) ‖ṽmk
‖W 1

2 (Ω) +
1

mes Γ

∫
Γ

mk dΓ
∫
Ω

f dΩ.

Поэтому
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F (mk) ≥
γ̃

2
‖ṽmk

‖2
W 1

2 (Ω) − ‖f‖L2(Ω) ‖ṽmk
‖W 1

2 (Ω) +
1

mes Γ

∫
Γ

mk dΓ
∫
Ω

f dΩ +

∫
Γ

l mk dΓ +
r

2

∫
Γ

m2
k dΓ.

Теорема 4. Для любого l ∈ L2(Γ) существует единственный элемент

µ(l) = arg min
m∈L2(Γ)

F (m).

Доказательство. Существование µ(l) следует из теорем 1 и 2. Единственность выте-
кает из неравенства

F ((1− λ)m1 + λm2) ≤ (1− λ)F (m1) + λF (m2)−
r

2
(1− λ)λ ‖m1 −m2‖2

L2(Γ)

∀ m1,m2 ∈ dom χ, ∀λ ∈ (0, 1).

Рассмотрим двойственный функционал [7, 8]:

ϕ(l) = inf
m∈L2(Γ)

F (m).

Теорема 5. Функционал ϕ(l) дифференцируем по Гато на L2(Γ) и его производная
∇ϕ(l) удовлетворяет условию Липшица с константой 1/r, т. е.

‖∇ϕ(l1)−∇ϕ(l2)‖L2(Γ) ≤
1
r
‖l1 − l2‖L2(Γ) .

Доказательство. Для любого µ ∈ L2(Γ) имеем

χ(µ(l)) +
∫
Γ

lµ(l) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(l) dΓ +
r

2
‖µ− µ(l)‖2

L2(Γ) ≤ χ(µ) +
∫
Γ

lµ dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2 dΓ.

Возьмем два элемента: l1, l2 ∈ L2(Γ). Пусть µ1 = µ(l1), µ2 = µ(l2). Тогда из последнего
неравенства следуют неравенства:

χ(µ1) +
∫
Γ

l1µ1 dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2
1 dΓ +

r

2
‖µ2 − µ1‖2

L2(Γ)≤ χ(µ2) +
∫
Γ

l1µ2 dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2
2 dΓ,

χ(µ2) +
∫
Γ

l2 µ2 dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2
2 dΓ +

r

2
‖µ1 − µ2‖2

L2(Γ)≤ χ(µ1) +
∫
Γ

l2µ1 dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2
1 dΓ.

(9)

Складывая их, получаем

r ‖µ1 − µ2‖2
L2(Γ) ≤

∫
Γ

(l1 − l2)(µ2 − µ1) dΓ (10)

или

‖µ1 − µ2‖L2(Γ) ≤
1
r
‖l1 − l2‖L2(Γ) . (11)

Из неравенств (9) также вытекает
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∫
Γ

l2(µ2 − µ1) dΓ +
r

2

∫
Γ

(µ2
2 − µ2

1) dΓ ≤ χ(µ1)− χ(µ2) ≤
∫
Γ

l1(µ2 − µ1) dΓ +
r

2

∫
Γ

(µ2
2 − µ2

1) dΓ.

Устремим l2 к l1 в L2(Γ). Тогда из неравенства (11) следует

lim
l2→l1

χ(µ2) = χ(µ1).

Тем самым двойственный функционал ϕ(l) непрерывен в L2(Γ). Из непрерывности во-
гнутого функционала ϕ(l) вытекает, что субдифференциал ∂(−ϕ(l)) выпуклого функци-
онала (−ϕ(l)) не является пустым для любого l ∈ L2(Γ). Пусть (−t) ∈ ∂(−ϕ(l)), тогда
для любого ξ ∈ L2(Γ) имеем

ϕ(ξ) ≤ ϕ(l) + 〈t, ξ − l〉 , (12)

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в L2(Γ).
Из (12) следует, что

χ(µ(ξ)) +
∫
Γ

ξµ(ξ) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(ξ)dΓ ≤ χ(µ(l)) +
∫
Γ

l µ(l) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(l) dΓ + 〈t, ξ − l〉

≤ χ(µ(ξ)) +
∫
Γ

l µ(ξ) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(ξ) dΓ + 〈t, ξ − l〉 .

Откуда вытекает, что ∫
Γ

µ(ξ) (ξ − l) dΓ ≤ 〈t, ξ − l〉 ∀ ξ ∈ L2(Γ).

Для произвольных h ∈ L2(Γ) и ∀β > 0 положим ξ = l + βh. Тогда имеем∫
Γ

µ(l + βh) h dΓ ≤ 〈t, h〉 ∀h ∈ L2(Γ),
∫
Γ

µ(l + βh) h dΓ = 〈t, h〉 ∀h ∈ L2(Γ).

Устремляя β к нулю и учитывая (11), получим∫
Γ

µ(l) h dΓ = 〈t, h〉 ∀h ∈ L2(Γ). (13)

Отсюда, в силу единственности элемента µ(l), следует, что ϕ(l) дифференцируем по Гато
в L2(Γ) и ∇ϕ(l) = t (см. [12]). Из (11) и (13) имеем

〈∇ϕ(l1)−∇ϕ(l2), h〉 =
∫
Γ

(µ(l1)− µ(l2))h dΓ ≤ ‖µ(l1)− µ(l2)‖L2(Γ) ‖h‖L2(Γ) .

Следовательно,

‖∇ϕ(l1)−∇ϕ(l2)‖L2(Γ) ≤
1
r
‖l1 − l2‖L2(Γ) .

Рассмотрим двойственную задачу
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{
ϕ(l) → max,
l ∈ L2(Γ). (14)

Пусть решение u задачи (1) принадлежит классу W 2
2 (Ω). Тогда задача (14) имеет

единственное решение ∂u/∂n ∈ W
1/2
2 (Γ) (см. [7]), где n — вектор единичной внешней

нормали к границе Γ области Ω.
Для решения задачи (14) рассмотрим итерационный метод

lk+1 = lk + rµ(lk), k = 0, 1, 2, . . . (l0 ∈ L2(Γ)), (15)

где

µ(lk) = arg min
m∈L2(Γ)

{
χ(m) +

∫
Γ

lk m dΓ +
r

2

∫
Γ

m2 dΓ
}

, r = const > 0.

Теорема 6. Отображение P (l) = l + rµ(l) удовлетворяет условиям [8, теорема 3]:
а) P (∂u/∂n) = ∂u/∂n,
б) ‖P (∂u/∂n)− P (l)‖L2(Γ) ≤ ‖∂u/∂n− l‖L2(Γ) ∀ l 6= ∂u/∂n.

Теорема 7. Для алгоритма (15) имеет место предельное равенство

lim
k→∞

∥∥∥µ(lk)
∥∥∥

L2(Γ)
= 0.

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что для любого h ∈ L2(Γ) справедливо равен-
ство [13]:

ϕ(l + h)− ϕ(l) =

1∫
0

〈µ(l + t h), h〉 dt.

Отсюда по аналогии с [14, с. 31] следует утверждение теоремы.

Градиентный метод (15) можно обобщить на случай переменного шага сдвига по
двойственной переменной, а именно рассмотреть метод (см. [3, 8]):

lk+1 = lk + βkµ(lk), k = 0, 1, 2, . . . (l0 ∈ L2(Γ)), (16)

где βk ∈ [β, 2r − β], β ∈ (0, r].
Для метода (16) справедливы [8, теоремы 5 и 6].
На основе итерационного метода (16) строится следующий алгоритм решения исход-

ной задачи (1) [8]:

(i) uk+1 = arg min
v∈W 1

2 (Ω)

{
J(v) +

1
2r

∫
Γ

{((
lk − r v

)+
)2

−
(
lk

)2
}

dΓ

}
, l0 ∈ L2(Γ),

(ii) lk+1 = lk + βk max
{
− uk+1 −

lk

r

}
, βk ∈ [β, 2r − β], β ∈ (0, r].

(17)

Алгоритм (17) сходится по функционалу, т. е.

lim
k→∞

J(uk) = min
v∈K

J(v) = J(u),

где, как и ранее, u — решение задачи (1).
Действительно, χ(m) — слабо полунепрерывный снизу на L2(Γ) функционал. Поэтому
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lim
k→∞

{
χ(µ(lk)) +

∫
Γ

lk µ(lk) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(lk) dΓ

}
= lim

k→∞
χ(µ(lk)) ≥ χ(0) = J(u).

С другой стороны,

ϕ(lk) = χ(µ(lk)) +
∫
Γ

lk µ(lk) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(lk) dΓ

= inf
µ∈L2(Γ))

{
χ(µ) +

∫
Γ

lk µdΓ +
r

2

∫
Γ

µ2 dΓ

}
≤ χ(0), k = 0, 1, 2, . . . .

Поэтому

lim
k→∞

{
χ(µ(lk)) +

∫
Γ

lk µ(lk) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(lk) dΓ

}
≤ χ(0).

Следовательно, существует предел

lim
k→∞

{
χ(µ(lk)) +

∫
Γ

lk µ(lk) dΓ +
r

2

∫
Γ

µ2(lk) dΓ

}
= χ(0) = J(u).

Из теоремы 7 теперь следует

lim
k→∞

J(uk) = lim
k→∞

χ(µ(lk)) = χ(0) = J(u).

Исследование сходимости алгоритма по аргументу проведено в работах [7–9].
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