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С использованием усовершенствованной трехпараметрической модели турбулентности
проведено исследование характеристик течения устойчиво стратифицированного погра-
ничного слоя с образованием струи в его нижней части. Полученные результаты свиде-
тельствуют о возрастании турбулентного числа Прандтля с увеличением термической
устойчивости, что согласуется с результатами лабораторных экспериментов и данными
натурных наблюдений в атмосфере. Показано также, что в области значений меньше
максимального значения скорости струи градиентное число Ричардсона немонотонно
изменяется с течением времени.

Ключевые слова: термически устойчиво стратифицированный пограничный слой,
струя низкого уровня, турбулентные потоки импульса и тепла, моделирование.

Введение. При моделировании атмосферного пограничного слоя в случае устойчивой
стратификации (далее устойчивый пограничный слой) имеют место трудности, возника-
ющие вследствие малых масштабов движения, обусловленных стратификацией и сложно-
стью его динамики (например, возникновением перемежаемости, неустойчивости Кельви-
на — Гельмгольца, внутренних гравитационных волн, струй низкого уровня, меандриру-
ющих движений и т. д.). Для численного моделирования динамики и структурных осо-
бенностей устойчивого пограничного слоя используется как метод с выделением крупных

вихрей (LES-метод), так и различные модели турбулентности. В простых параметриза-
циях турбулентности, таких как модифицированные К-теории для турбулентных потоков
импульса и тепла (модели первого порядка), учет воздействия стратификации на тур-
булентный перенос проводится на эмпирической основе. В двух- и трехпараметрических
моделях турбулентности [1–4] полностью явные анизотропные выражения для турбулент-
ных потоков импульса и тепла наиболее достоверно учитывают эффекты стратификации

и дают результаты, близкие к результатам, получаемым с помощью LES-метода [1]. В на-
стоящей работе исследуется одна из структурных особенностей устойчивого пограничного

слоя, обусловленная эффектом сдвига ветра вследствие образования в сильно устойчивом
пограничном слое струи низкого уровня [5]. Струи низкого уровня играют важную роль в
процессе переноса влажности, импульса и загрязнений воздуха. В каноническом случае [6]
такая струя образуется вследствие ослабления конвективных турбулентных напряжений
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по сравнению с их максимальным значением в полуденное время, что позволяет ночным
ветрам выше устойчивого пограничного слоя развивать скорость до сверхгеострофических

значений.
Моделирование струи низкого уровня в устойчивом пограничном слое проводится на

основе усовершенствованной трехпараметрической модели турбулентности [3, 4] по схеме
экспериментального воспроизведения струи в аэродинамической трубе [5].

1. Усовершенствованная трехпараметрическая модель турбулентности. Для
описания течения в устойчивом пограничном слое используется определяющая система

RANS-уравнений (осредненных по ансамблю реализаций уравнений Навье — Стокса) в
приближении Буссинеска:
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В (1)–(4) зависимыми переменными являются осредненные по Рейнольдсу скорости U
и W в направлении осей x и z соответственно, давление P и температура Θ; β =
3,53 · 10−3 K−1 — коэффициент объемного расширения воздуха; ρ0 — средняя плотность

воздуха; g — ускорение свободного падения. Строчными буквами обозначены турбулент-
ные флуктуации величин; член Du в правой части уравнения (2) поясняется в п. 2.

В системе уравнений (1)–(4) турбулентные напряжения Рейнольдса 〈uiuj〉 и вектор
турбулентного потока тепла 〈uiθ〉 требуют моделирования. Для этого рассмотрим уравне-
ния переноса для напряжений Рейнольдса, кинетической энергии турбулентности, потока
тепла и среднеквадратичных флуктуаций температуры:

— уравнение для тензора анизотропии bij = 〈uiuj〉 − (2/3) Eδij

D

Dt
bij + Dij = −4

3
ESij − Σij − Zij + Bij − Πij ; (5)

— уравнение для кинетической энергии турбулентности E = 〈u2
i 〉/2

DE

Dt
+

1

2
Dii = −τij

∂Ui

∂xj
+ βihi − ε; (6)

— уравнение для турбулентного потока тепла hi = 〈θui〉
D

Dt
hi + Dh

i = −hj
∂Ui

∂xj
− τij
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∂xj
+ βi〈θ2〉 − Πθ

i ; (7)

— уравнение для дисперсии температуры 〈θ2〉
D

Dt
〈θ2〉+ Dθ = −2hi

∂Θ

∂xi
− 2εθ. (8)

В (5) Sij , Rij , Σij , Zij , Bij , Πij , Dij — тензорные величины:
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Zij = Rikbkj − bikRkj , Bij = βihj + βjhi −
2

3
δijβkhk,

Πij ≡
〈
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Далее явная форма диффузионных членов Dii, Dh
i , Dθ в левых частях уравнений (5)–(8)

не потребуется.
Рассмотрим корреляции с пульсациями давления в (5), (7), имеющие вид

Πij = 〈uip,j 〉+ 〈ujp,i 〉 − (2/3)δij〈ukp,k 〉, Πθ
i = 〈θp,i 〉. (9)

Параметризации релаксационных (или медленных) частей корреляций (9) имеют вид ли-
нейных зависимостей от турбулентных величин [7]:

Π
(1)
ij ∼ bij/τ, Π

θ(1)
i ∼ hi/τpθ. (10)

В (10) τ = E/ε — динамический масштаб времени турбулентности; τpθ — временной мас-
штаб турбулентности температурного поля; ε — диссипация кинетической энергии тур-
булентности. “Медленная” часть корреляции Πθ

i , как правило, моделируется в следующем
виде:

Π
θ(1)
i ≡

〈
p

∂θ

∂xi

〉
' −c1θ

τpθ
hi, (11)

где c1θ — числовой коэффициент. Несмотря на то что ранее предположение

τpθ ∼ τ (12)

использовалось в различных схемах второго уровня замыкания турбулентности, оно не
обязательно применимо к устойчиво стратифицированным течениям. Прямой путь дока-
зательства справедливости представлений (11), (12) заключается в сравнении с данными
LES-моделирования корреляций с пульсациями давления в стратифицированных течени-
ях. Однако таких данных, по-видимому, до сих пор не существует, поэтому используются
другие результаты исследований устойчиво стратифицированных течений. Проведенное
в работе [8] теоретическое исследование устойчиво стратифицированной турбулентности
показало, что масштаб времени τpθ должен быть функцией частоты Брента — Вяйсяля N
с функциональной зависимостью вида

τpθ = τ/(1 + aτ2N2). (13)

В выражении (13) a = 0,04 при N2 > 0 и a = 0 при N2 6 0; N2 = βg(∂Θ/∂z). Физический
аргумент в пользу демпфирующего фактора в знаменателе (13) может основываться на
том, что в устойчиво стратифицированных течениях вихри совершают работу против сил
плавучести и теряют кинетическую энергию, которая переходит в потенциальную.

С учетом градиентов средних полей две оставшиеся части корреляции Πθ
i моделиру-

ются в виде [3, 4, 9]

Π
θ(2)
i = −c2θhj

∂Ui

∂xj
, Π

θ(3)
i = c3θβi〈θ2〉. (14)

Коэффициенты в (11), (14) имеют следующие значения: c1θ = 4,0, c2θ = c3θ = 0,4 (см.,
например, [9]).

Алгебраические модели для турбулентных потоков импульса и тепла можно выве-
сти из уравнений (5), (7) в приближении слаборавновесной турбулентности [10]. В этом
приближении левые части уравнений полагаются равными нулю, и необходимость модели-
рования моментов третьего порядка (членов Dii, Dh

i , Dθ в левых частях уравнений (5), (7))
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отсутствует. Получаемая система алгебраических уравнений для турбулентных потоков
импульса и тепла в этом приближении имеет неявный вид, и ее решение в аналитическом
виде с помощью кода символьной алгебры (Maple 10) дает следующие выражения для
турбулентных потоков импульса и тепла (величины с индексами M и H соответствен-
но) [3, 4]:

〈uw〉 = −KM
∂U

∂z
; (15)

〈wθ〉 = −KH
∂Θ

∂z
+ γc; (16)
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D = 1 + d1GM + d2GH + d3G
2
H − d4GMGH ,

GM ≡ (τΣ)2, GH ≡ (τN)2, Σ2 ≡
(∂U
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(25)

Противоградиентный член γc, отсутствующий в моделях замыкания уровня 2,5 [2], учи-
тывает вклад энергонесущих турбулентных вихрей в вертикальный перенос тепла.

В выражениях (18)–(25) коэффициенты λ, α, d представляют собой комбинации основ-
ных коэффициентов в модельных аппроксимациях корреляций с пульсациями давления

поля скорости (c1 = 1,8, c2 = 0,6, c3 = 0,5) и поля температуры c1θ, c2θ:

λ1 =
1− c2θ

c∗1θ
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,
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α2
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7

3
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2
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Коэффициент c∗1θ содержит демпфирующий фактор (13):

c∗1θ = c1θ(1 + aτ2N2).

Замкнутая трехпараметрическая модель турбулентности включает выражения для

турбулентных потоков импульса и тепла (15)–(25), в которых параметры E, ε, 〈θ2〉 нахо-
дятся из уравнений переноса [3, 4]:

∂E

∂t
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∂xk
=

∂

∂xk
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E

ε
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ε
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)
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ε

E

(
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∂xk
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)
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E
,

∂ 〈θ2〉
∂t
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∂ 〈θ2〉
∂xk

=
∂

∂xk

(
cθ2

E

ε
〈ukuk〉

∂ 〈θ2〉
∂xk

)
− 〈ukθ〉

∂Θ

∂xk
− 1

R

ε

E
〈θ2〉

(cE = 0,22, cε = 0,18, cε1 = 1,40, cε2 = 1,90, cθ2 = 0,22, R = 0,6).

2. Моделирование струи низкого уровня в устойчивом пограничном слое.
Струйное течение воспроизводилось по схеме эксперимента в аэродинамической трубе [5].
В работе [5] струя инициировалась с помощью неоднородной сетки, размещенной поперек
течения развитого термически устойчиво стратифицированного турбулентного погранич-
ного слоя. Проведены две серии экспериментов: серия S1 (температура нижней стенки
Θст = 11,4 ◦C, температура в основном потоке (верхняя граница) Θ0 = 39,3 ◦C) и серия S2
(температура нижней стенки Θст = 10,8 ◦C, температура в основном потоке (верхняя гра-
ница) Θ0 = 39,2 ◦C). Максимальные значения скорости струи U = 1,51 м/с (серия S1) и
U = 1,18 м/с (серия S2) зафиксированы на высоте δ = 0,16 м от поверхности. При чис-
ленном моделировании струя инициировалась по такой же схеме с помощью “пористой
сетки”, как и при параметризации крупномасштабной аэродинамической шероховатости
в [3, 4], задаваемой в виде дополнительного члена Du в правой части уравнения (2) с квад-
ратичным законом сопротивления, но с коэффициентом сопротивления, изменяющимся по
высоте.

В работе [5] начальные поля искомых величин не приводятся, поэтому начальные
турбулентные поля кинетической энергии турбулентности, ее спектрального расходования
(диссипации) и среднеквадратичных флуктуаций температуры задавались в виде малых
“фоновых” значений. Как и в [3], граничное условие для скорости U на нижней грани-
це задается с использованием “закона стенки” в виде U1/U2 = ln (z1/z0)/ ln (z2/z0), где
z2 > z1 > 0; z1, z2 — два нижних вычислительных слоя сетки; z0 = 0,5 · 10−5 м — па-
раметр шероховатости. Граничные условия для кинетической энергии турбулентности E,
скорости ее спектрального расходования (диссипации) ε и дисперсии турбулентных флук-
туаций 〈θ2〉 ставятся на первом от поверхности вычислительном слое сетки и имеют вид

E1 =
u2
∗0√
cµ

, ε1 = u3
∗0

( Φ

0,41z1
− 1

0,41L

)
, 〈θ2〉 = θ2

∗0

{
4(1− 8,3ζ)−2/3, ζ 6 0,

4, ζ > 0.

Турбулентные масштабы скорости u∗0 и температуры θ∗0 вычислялись по безытерацион-
ной схеме параметризации поверхностных турбулентных потоков с использованием теории

подобия Монина — Обухова [11] и последующим нахождением масштаба Монина — Обу-
хова по стандартной формуле L = u2

∗0/(kβgθ∗0), где k = 0,41 — постоянная Кармана; β —
температурный коэффициент объемного расширения. Функция устойчивости Φ находи-
лась по формуле, аппроксимирующей данные измерений [12]:

Φ =

{
(1− 15ζ)−1/4, ζ 6 0,

1 + 5ζ, ζ > 0,
ζ =

z

L
, L =

u2
∗0

0,41βgθ∗0
.
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Рис. 1. Вертикальные профили средней скорости U (а) и средней температу-
ры Θ (б) в термически устойчиво стратифицированном пограничном слое:
1, 2 — экспериментальные данные [5], 3, 4 — расчет; 1, 3 — серия S1, 2, 4 — серия S2

На верхней границе для скорости и температуры используются условия Дирихле, для
турбулентных величин E, ε, 〈θ2〉 — условия Неймана.

Сеточно-независимое решение получено в вычислительной области (x, z) размером
1 × 10 м с шагом по вертикали ∆z = 0,005 м, по горизонтали ∆x = 0,025 м; шаг по
времени ∆t = 0,025 c.

Результаты моделирования представлены на рис. 1–4. Вертикальные профили средней
скорости течения U и средней температуры Θ приведены на рис. 1, на котором наблюда-
ется незначительное различие вычисленных и измеренных распределений вблизи стенки.
На рис. 1,б видно, что формируется устойчиво стратифицированное течение, в котором
температура возрастает по полиномиальному закону, а максимальное значение скорости
на “носике” струи низкого уровня находится вблизи поверхности и создает существен-
ный приповерхностный сдвиг скорости. Также на рис. 1 приведены данные работы [5]. На
рис. 2 показаны вертикальные профили нормализованных интенсивностей для компонент
турбулентных флуктуаций скорости u и w (σ — стандартное отклонение; Umax — макси-
мальное значение средней продольной скорости струи; δ — толщина пограничного слоя,
где скорость U имеет максимальное значение).

Устойчивая стратификация подавляет флуктуации турбулентных величин, и при
увеличении термической устойчивости эти флуктуации уменьшаются [13], как и пото-
ки импульса и тепла, однако их изменение с ростом термической устойчивости про-
исходит неодинаково. Это видно на рис. 3, на котором приведено турбулентное чис-
ло Прандтля PrT = KM/KH как функция локального градиентного числа Ричардсона

Rig = βg(∂Θ/∂z)/(∂U/∂z)2 в области течения от поверхности до “носика” струи. При уве-
личении термической устойчивости (градиентного числа Ричардсона) турбулентное чис-
ло Прандтля PrT возрастает. Таким образом, турбулентное перемешивание существует
и при значениях Rig > 0,25 (классический предел), при которых турбулентность долж-
на затухать. В последнее время в литературе широко обсуждается вопрос о критическом
градиентном числе Ричардсона (см., например, [14]). Общий вывод сводится к тому, что
в устойчиво стратифицированных течениях турбулентное перемешивание существует и
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Рис. 2. Нормализованные вертикальные профили среднеквадратичных флуктуаций
продольной скорости σu =

√
〈u2〉 (a) и вертикальной скорости σw =

√
〈w2〉 (б):

1 — экспериментальные данные [5], 2, 3 — расчет (2 — серия S1, 3 — серия S2)
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Рис. 3. Расчетная зависимость турбулентного числа Прандтля PrT от локаль-
ного градиентного числа Ричардсона Rig:
1 — серия S1, 2 — серия S2

при локальных градиентных значениях числа Ричардсона, превышающих его классиче-
ский критический порог. Действительно, результаты лабораторного эксперимента и из-
мерений в атмосфере свидетельствуют об устойчивой тенденции к уменьшению обратно-
го турбулентного числа Прандтля при увеличении градиентного числа Ричардсона (см.
рис. 7 в [13], рис. 1 в [15]). Следует отметить, что в настоящей работе увеличение турбу-
лентного числа Прандтля получено в результате физически корректного демпфирования

турбулентных вихрей устойчивой стратификацией и использования модифицированного

выражения (13) для масштаба времени турбулентного скалярного поля.

Объяснить физические причины роста турбулентного числа Прандтля при увеличе-
нии градиентного числа Ричардсона затруднительно. Предположительно вследствие на-
личия членов с давлением в уравнениях Навье — Стокса внутренние волны усиливают
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перенос импульса, но не оказывают влияния на поток тепла. Однако доказательства того,
что внутренние волны и являются тем механизмом, который в условиях сильно устойчи-
вой стратификации поддерживает перенос турбулентного импульса, пока не существует.
Отсутствует также модель, явно учитывающая переход волна — турбулентное течение

в реальном атмосферном пограничном слое. К тому же результаты прямого численного

моделирования устойчиво стратифицированного однородного турбулентного течения со

сдвигом [16] указывают на то, что разделить волны и турбулентность при ненулевых зна-
чениях числа Фруда (Fr = ε/(NE)) не удается. Трудности, возникающие при изучении
взаимодействия волн и турбулентности, обусловлены различием их физической природы:
волновые движения удовлетворяют линейным уравнениям, в то время как турбулентность
есть существенно нелинейная система с быстрой диссипацией энергии. Когда одновремен-
но имеются и волны, и турбулентность, не ясно, каким образом “извлекать” волновую
компоненту течения. Кроме того, различается процесс переноса энергии. В турбулент-
ном течении энергия переносится со скоростью адвекции среды, в то время как волны
транспортируют энергию посредством корреляций между пульсациями давления и ско-
рости, обычно с групповой скоростью, превышающей скорость частиц. Если волны не

подвергаются разрушению, они не порождают перемешивания, несмотря на то что могут
переносить импульс, но, как отмечено выше, не могут переносить тепло. Таким образом,
например, вертикальный поток скаляра 〈wρ〉 может быть большим в областях домини-
рования турбулентности и малым в областях, где доминируют волны. Основные резуль-
таты [16] прямого численного моделирования однородной устойчиво стратифицированной
турбулентности со сдвигом без привлечения каких-либо моделей турбулентности сводят-
ся, по сути, к следующему. Фазовый угол между флуктуацией скорости w и плотностью ρ
совместим с наблюдаемым перемешиванием “по градиенту” (w и ρ находятся в одной
фазе) в случае слабо стратифицированного течения и соответствует противоградиентно-
му перемешиванию в случае сильной стратификации течения (между флуктуациями w и ρ
имеется фазовый сдвиг на 180◦). Для ненулевого числа Фруда строго разделить две формы
движения (турбулентность и волны) не удается. В работе [16] сделан следующий вывод:
“Вероятно, нет реально ясного различия между турбулентностью и волнами, по крайней
мере, когда оба явления сосуществуют на одних и тех же масштабах”. Таким образом, для
получения ответа на поставленный выше вопрос требуются дальнейшие исследования.

Рассмотрим явление перемежаемости турбулентности в устойчиво стратифицирован-
ных течениях. В [5] с использованием техники визуализации течения и измерения вре-
менных рядов турбулентных флуктуаций полей скорости и температуры исследовалась

структура перемежающейся турбулентности в устойчиво стратифицированном погранич-
ном слое со струей низкого уровня. В нижней части пограничного слоя обнаружено взрыв-
ное (bursting) порождение турбулентности, возникающее выше поверхности на расстоянии
не менее 60 мм (т. е. z/δ > 0,38). Вследствие такого механизма порождения жидкость с от-
носительно низкими скоростью и температурой может переноситься вверх, а жидкость
с относительно высокими скоростью и температурой может переноситься в противопо-
ложном направлении, к поверхности. Кроме того, исследовалась связь между взрывным
порождением турбулентности и локальным градиентным числом Ричардсона. Установле-
но, что полученное значение Rig больше его некоторого фиксированного значения в спо-
койные периоды и меньше соответствующего значения в период взрывного порождения.
Иными словами, с течением времени число Ричардсона изменяется немонотонно. На рис. 4
показана зависимость числа Ричардсона Rig от времени, полученная при численном моде-
лировании. Несмотря на то что немонотонность поведения числа Ричардсона со временем
фиксируется, связать ее с перемежающейся структурой турбулентности не представляется
возможным.
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Рис. 4. Зависимость локального градиентного числа Ричардсона от времени на
высоте z = 90 мм (z/δ = 0,56)

Заключение. С использованием разработанной авторами данной работы усовершен-
ствованной трехпараметрической модели турбулентности с анизотропными алгебраиче-
скими выражениями для турбулентных потоков импульса и тепла проведено численное

моделирование формирования струи низкого уровня в термически устойчиво стратифи-
цированном пограничном слое. Модель воспроизводит устойчивое убывание обратного
турбулентного числа Прандтля при увеличении устойчивости пограничного слоя (росте
локального градиентного числа Ричардсона), что согласуется с данными лабораторных
измерений и натурных наблюдений и подтверждается физически корректным учетом воз-
действия стратификации на турбулентный перенос.
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