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Исследуется трехмерное термоупругое напряженно-деформированное состояние враща-
ющейся цилиндрической оболочки из функционально-градиентного материала, механи-
ческие свойства которой изменяются в радиальном направлении по степенному закону.
Оболочка подвергается действию внутреннего и внешнего давлений, сдвиговых напря-
жений, приложенных на ее внешней поверхности, крутящего момента и температуры.
При решении задачи используются уравнения теории оболочек, в которых учитывают-
ся в первом приближении поперечные деформации сдвига. Система шести дифферен-
циальных уравнений задачи представляет собой уравнения Эйлера для функционала
энергии. Получено общее решение системы дифференциальных уравнений. Установле-
но, что изменение механических свойств материала оболочки в радиальном направлении
оказывает существенное влияние на ее напряженно-деформированное состояние.
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Введение. Как правило, внешние поверхности вращающихся валов или цилиндров
контактируют с внешними поверхностями других тел (например, в подшипниках). При
этом, несмотря на наличие смазки, вследствие трения на поверхностях контакта возника-
ют значительные деформации и напряжения сдвига. Для того чтобы преодолеть напря-
жения сдвига, необходимо приложить внешний крутящий момент. В большинстве слу-
чаев такие валы и цилиндры работают при повышенных температурах и подвергаются

воздействию больших внешних и внутренних давлений. Чтобы избежать разрушения та-
ких конструкций при эксплуатации, при их изготовлении используются функционально-
градиентные материалы (ФГМ) [1]. Точное решение задачи о деформировании толсто-
стенного цилиндра из изотропного материала, находящегося под действием внутреннего и
внешнего давлений, получено в работе [2]. В [3] эта задача решена с использованием тео-
рии оболочек, в которой учитываются деформации поперечного сдвига. В [4] исследована
задача о деформировании цилиндра из ФГМ, находящегося под действием температурных
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и механических нагрузок. Деформирование длинного цилиндра из ФГМ под действием

несимметричных температурных и механических нагрузок изучалось в работе [5]. В [6]
решена задача о деформировании под действием термомеханических нагрузок полого ци-
линдра конечной длины, изготовленного из ФГМ. Цилиндр представлялся в виде набора
соосных цилиндров, а полученное решение справедливо только для цилиндров с шарнирно
опертыми торцами. Аналитическое решение задачи о деформировании полого цилиндра
конечной длины из ФГМ, находящегося под действием температурного поля, внутреннего
давления и осевой силы, получено в работе [7]. Магнитотермоупругая задача о деформи-
ровании вращающегося сплошного цилиндра из неоднородного анизотропного материала

решалась в работе [8]. В [9] аналитически исследовалось деформирование пьезоэлектриче-
ского вращающегося цилиндра из ФГМ, используемого в качестве механического сенсора.

В работе [10] с использованием теории оболочек, в которой учитываются поперечные
сдвиги в первом приближении, и энергетического метода получены система неоднородных
дифференциальных уравнений и ее решение для краевых условий определенного вида. Ли-
нейный и нелинейный анализ конструкций из ФГМ проведен в работе [11]. В [12] с учетом
деформаций поперечного сдвига выполнен нелинейный анализ деформирования оболочки

переменной толщины из ФГМ, находящейся под действием неоднородного давления. В [13]
решена термоупругая задача о деформировании полого цилиндра из ФГМ, свойства кото-
рого зависят от температуры. Влияние размера частиц карбида кремния на ползучесть
вращающегося цилиндра, изготовленного из композита Al–SiC, исследовалось в работе [14].

В данной работе с использованием уравнений теории оболочек, в которых учитыва-
ются деформации сдвига в первом приближении, решается термоупругая задача о дефор-
мировании вращающейся цилиндрической оболочки из ФГМ.

Геометрия задачи, нагрузка и краевые условия. Рассматривается вращающа-
яся оболочка из ФГМ с внутренним радиусом Ri, внешним радиусом Ro и длиной L. На
оболочку действуют внутреннее и внешнее давление, сдвиговые напряжения трения, при-
ложенные на внешней поверхности оболочки, внешний крутящий момент и однородное
температурное поле. На рис. 1 показаны геометрия оболочки, нагрузки и краевые условия.
Начало системы координат находится на срединной поверхности оболочки, ось z совпадает
с радиальным направлением, ось x — с продольным, угол θ определяет положение точки в
окружном направлении. Свойства ФГМ оболочки изменяются в радиальном направлении
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Рис. 1. Общий вид (а) и продольное сечение (б) оболочки, а также цилиндри-
ческая система координат (в)
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по степенному закону

M = Mi(r/Ri)
β,

где Mi — модули упругости; β — показатель степени, характеризующий изменение меха-
нических свойств оболочки в радиальном направлении.

Постановка задачи и ее решение. В соответствии с теорией сдвиговой деформации
первого порядка компоненты вектора смещения во введенной выше системе координат

записываются в виде [11] Ur(x, θ)
Wx(x, θ)
Vθ(x, θ)

 =

 u(x, θ)
w(x, θ)
v(x, θ)

 + z

 ϕr(x, θ)
ϕx(x, θ)
ϕθ(x, θ)

 ,

где Ur, Wx, Vθ — радиальная, осевая и окружная компоненты вектора смещения; ϕr, ϕx,
ϕθ — компоненты вектора поворота нормали к срединной поверхности.

Линейные соотношения между деформациями и смещениями представляются в следу-
ющем виде [11]:

εrr =
∂u

∂z
+ z

∂ϕz

∂z
+

∂z

∂z
ϕz = ϕz,

εθθ =
1

r
(u + zϕz) =

u

R + z
+ z

ϕz

R + z
, εxx =

∂w

∂x
+ z

∂ϕx

∂x
,

γrθ =
1

r

∂uz

∂θ
+

∂vθ

∂z
− vθ

r
= ϕθ −

v

r
− z

ϕθ

r
,

(1)

γrx =
∂wx

∂z
+

∂vz

∂x
= ϕx +

∂u

∂x
+ z

∂ϕz

∂x
, γxθ =

1

r

∂wx

∂θ
+

∂vθ

∂x
=

∂v

∂x
+ z

∂ϕθ

∂x
.

Соотношения обобщенного закона Гука имеют вид [11]

σrr =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εrr + ν(εθθ + εxx)− (1 + ν)αT ],

σθθ =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εθθ + ν(εrr + εxx)− (1 + ν)αT ],

σxx =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εxx + ν(εrr + εθθ)− (1 + ν)αT ],

(2)

τrθ = Gγrθ, τrx = Gγrx , τθx = Gγθx, G = K
E

2(1 + ν)
,

где G — модуль сдвига; K — корректирующий множитель.
С учетом (1), (2) выражение для энергии деформации в единице объема цилиндриче-

ской оболочки из ФГМ записывается следующим образом:

ū =
1

2

E

(1 + ν)(1− 2ν)

[
(1− ν)(ε2

rr + ε2
θθ + ε2

xx) + 2ν(εrrεθθ + εrrεxx + εθθεxx)−

− (1 + ν)αT (εrr + εθθ + εxx) + K(1− 2ν)(γ2
rθ + γ2

rx + γ2
θx)/2

]
. (3)



М. Омиди Бидголи, А. Логман, М. Арефи 139

Подставляя (1) в (3) и интегрируя по объему оболочки, получаем выражение для энергии
деформации цилиндрической оболочки

U = π

L∫
0

+h/2∫
−h/2

E

(1 + ν)(1− 2ν)

{
(1− ν)

[
(R + z)ϕ2

z +
1

R + z
(u2 + 2uzϕz + z2ϕ2

z) +

+(R+z)
((∂w

∂x

)2
+z2

(∂ϕx

∂x

)2
+2z

∂w

∂x

∂ϕx

∂x

)]
+2ν

[
uϕz +zϕ2

z +(R+z)
(
ϕz

∂w

∂x
+zϕz

∂ϕx

∂x

)
+

+u
∂w

∂x
+zu

∂ϕx

∂x
+zϕz

∂w

∂x
+z2ϕz

∂ϕx

∂x

]
−(1+ν)αT

[
(R+z)ϕz+u+zϕz+(R+z)

(∂w

∂x
+z

∂ϕx

∂x

)]
+

+
K(1− 2ν)

2

[
(R + z)ϕθ +

v2

R + z
+

z2ϕ2
θ

R + z
+ (R + z)ϕ2

x + (R + z)
(∂u

∂x

)2
+ (R + z)z2 ∂ϕz

∂x
+

+ (R + z)
(∂v

∂x

)2
+ (R + z)z2

(∂ϕθ

∂x

)2
− 2vϕθ − 2zϕ2

θ +
2

R + z
zvϕθ + 2(R + z)z

∂v

∂x

∂ϕθ

∂x
+

+ (R + z)
(
2ϕx

∂u

∂x
+ 2zϕx

∂ϕz

∂x
+ 2z

∂u

∂x

∂ϕz

∂x

)]}
dz dx.

С учетом краевых условий полная энергия представляется в виде двух слагаемых — ме-
ханической энергии и тепловой энергии:

U =

L∫
0

[US(x)− UT (x)] dx,

US(x) =
9∑

i=1

Ai(x)fi(x) → fi(x) = fi(u, w, v, ϕz, ϕx, ϕθ),

UT (x) =
9∑

i=1

Bi(x)gi(x) → gi(x) = gi(u, w, v, ϕz, ϕx, ϕθ).

Здесь Ai(x), Bi(x), fi(x), gi(x) — функции u, w, v, ϕz, ϕx, ϕθ и характеристик материaла.
Внешняя энергия есть сумма работ внешнего и внутреннего давлений, сил инерции

вращения и сил трения. Выражение для работы внутреннего и внешнего давлений запи-
сывается в следующем виде:

W1 =

L∫
0

{
2π

[
Pi(x)

(
R−h

2

)
−Po(x)

(
R+

h

2

)]
u+2π

h

2

[
−Pi(x)

(
R−h

2

)
−Po(x)

(
R+

h

2

)]
ϕz

}
dx.

Выражение для работы центробежных сил имеет вид

W2 =

L∫
0

[
2πρ0ω

2
(
R4h +

R2h3

2
+

h5

80

)
u + 2πρ0ω

2
(R2h3

3
+

Rh5

40

)
ϕz

]
dx.

Работа сил инерции вычисляется по формуле

W3 =

L∫
0

(
− 2πµPo(x)v +−2π

h

2
µPo(x)ϕθ

)
dx.
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Полная энергия представляет собой сумму механической, тепловой энергий и работы внеш-
них сил:

U =

L∫
0

(US − UT ) dx− (W1 + W2 + W3) =

L∫
0

F (u, w, v, ϕz, ϕx, ϕθ) dx. (4)

Уравнения Эйлера для функционала (4) имеют вид

∂F

∂w
− ∂

∂x

( ∂F

∂ (∂w/∂x)

)
= 0,

∂F

∂ϕx
− ∂

∂x

( ∂F

∂ (∂ϕx/∂x)

)
= 0,

∂F

∂v
− ∂

∂x

( ∂F

∂ (∂v/∂x)

)
= 0,

∂F

∂ϕθ
− ∂

∂x

( ∂F

∂ (∂ϕθ/∂x)

)
= 0, (5)

∂F

∂u
− ∂

∂x

( ∂F

∂ (∂u/∂x)

)
= 0,

∂F

∂ϕz
− ∂

∂x

( ∂F

∂ (∂ϕz/∂x)

)
= 0.

Дифференциальные уравнения (5) можно записать в матричной форме

[G1]
d2

dx2
{X}+ [G2]

d

dx
{X}+ [G3]{X} = {F}, {X} = (u, ϕz, w, ϕx, v, ϕθ)

т, (6)

где

G1 =


2µA1 2µA2 0 0 0 0
2µA2 2µA3 0 0 0 0

0 0 2(1− ν)A1 2(1− ν)A2 0 0
0 0 2(1− ν)A2 2(1− ν)A3 0 0
0 0 0 0 2µA1 2µA2

0 0 0 0 2µA2 2µA3

 ,

G2 =



0 0 −2νA4 2µA1 − 2νA6 0 0
0 0 −2ν(A1 + A6) 2µA2 − 2ν(A2 + A9) 0 0

2νA4 2ν(A1 + A6) 0 0 0 0
−2µA1 + 2νA6 −2µA2 + (2ν)(A2 + A9) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

G3 =


−2(1− ν)A5 −(2νA4 + 2(1− ν)A7) 0 0 0 0

−(2νA4 + 2(1− ν)A7) 2(1− ν)(A1 + A8) + 4νA6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −2µA1 0 0
0 0 0 0 −2µA5 −2µ(A4 −A7)
0 0 0 0 −2µ(A4 −A7) −2µ(A1 + A8 − 2A6)

 .

Общее решение системы дифференциальных уравнений. Общее решение си-
стемы дифференциальных уравнений равно сумме общего решения однородной системы и

частного решения неоднородной системы:

{X} = {X}h + {X}p.
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Общее решение однородной системы представляется в виде

{X}h =
10∑
i=1

ci{v}i emix + c11x + c12.

Наличие линейного слагаемого обусловлено наличием двух нулевых корней характеристи-
ческого уравнения. Частное решение неоднородной системы имеет вид

{X}p = {X}p1 + {X}p2 + {X}p3 ,

где {X}p1 , {X}p2 , {X}p3 — слагаемые, соответствующие тепловой и механической нагруз-
кам. Полагая внутреннее и внешнее давления постоянными, представим искомые функции
в виде

u =
∞∑

n=1

Au
n sin (ζnx) +

∞∑
n=1

Bu
n cos (ζnx) + cu + Du + Eu,

ϕz =
∞∑

n=1

Aϕz
n sin (ζnx) +

∞∑
n=1

Bϕz
n cos (ζnx) + cϕz + Dϕz + Eϕz ,

w =
∞∑

n=1

Aw
n sin (ζnx) +

∞∑
n=1

Bw
n cos (ζnx) + cw + Dw + Ew,

ϕx =
∞∑

n=1

Aϕx
n sin (ζnx) +

∞∑
n=1

Bϕx
n cos (ζnx) + cϕx + Dϕx + Eϕx ,

v =
∞∑

n=1

Av
n sin (ζnx) +

∞∑
n=1

Bv
n cos (ζnx) + cv + Dv + Ev,

ϕθ =
∞∑

n=1

A
ϕθ
n sin (ζnx) +

∞∑
n=1

B
ϕθ
n cos (ζnx) + cϕθ + Dϕθ + Eϕθ .

В этих представлениях первые два слагаемых соответствуют тепловой нагрузке, послед-
ние три — механическим нагрузкам. Подставляя частное решение в систему дифференци-
альных уравнений (6), получаем

−ζ2
n[G1]({An} sin (ζnx) + {Bn} cos (ζnx)) + ζn[G2]({An} cos (ζnx)− {Bn} sin (ζnx)) +

+ [G3]({An} sin (ζnx) + {Bn} cos (ζnx)) =

=
(∂B1(x)

∂x
,
∂B1(x)

∂x
, 0, 0,−B3(x),−B1(x)−B4(x)

)
.

Краевые условия используются для определения произвольных констант. В данной

работе принимаются следующие краевые условия:

x = 0:
du

dx
= 0,

dϕz

dx
= 0,

dw

dx
= 0,

dϕx

dx
= 0,

dv

dx
= 0,

dϕθ

dx
= 0,

x = l: u = 0, ϕz = 0, w = 0, ϕx = 0, v = 0, T =

∫
rτxθ dA = (µPoA)Ro.
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Рис. 2. Распределения радиального (а), окружного (б) и продольного (в) сме-
щений по координате r при различных значениях параметра β:
1 — β = −2, 2 — β = −1, 3 — β = 0, 4 — β = 1, 5 — β = 2
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Рис. 3. Распределения радиальной (а) и окружной (б) деформации по коорди-
нате r при различных значениях параметра β:
1 — β = −2, 2 — β = −1, 3 — β = 0, 4 — β = 1, 5 — β = 2

Результаты исследования и их обсуждение. Используя полученное решение,
можно определить напряженно-деформированное состояние оболочки. Ниже приведены
значения параметров задачи (геометрических параметров оболочки, механических кон-
стант материала оболочки, механических и тепловых нагрузок), при которых выполнены
расчеты: модуль упругости E0 = 200 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0,3, коэффициент
теплового расширения α0 = 1,2 ·106 1/◦C, внутренний радиус оболочки Ri = 0,04 м, внеш-
ний радиус оболочки Ro = 0,06 м, внутреннее давление Pi = 80 MПа, внешнее давление
Po = 30 MПа, температура внутренней поверхности оболочки Ti = 150 ◦C, температу-
ра внешней поверхности оболочки To = 70 ◦C, коэффициент трения µ = 0,01, скорость
вращения оболочки ω = 3200 об/мин.

На рис. 2–4 приведены распределения смещений, деформаций и напряжений по ради-
усу оболочки при различных значениях показателя изменения механических свойств ма-
териала оболочки по радиусу β. Минимальное значение величины радиального смещения
имеет место при β = −2, максимальное — при β = 2. Толщина оболочки при деформи-
ровании увеличивается, поскольку смещение внутренней поверхности больше смещения
внешней. Радиальные деформации εr являются положительными (деформации растяже-
ния), а окружные деформации εθ — отрицательными (деформации сжатия) (см. рис. 3).
Окружное смещение во внешней (по отношению к срединной поверхности) части оболоч-
ки положительное, во внутренней — отрицательное (см. рис. 2,б). Такое распределение
окружного смещения обусловлено увеличением толщины оболочки и действием крутящего

момента. Смещение в продольном направлении практически постоянно по толщине обо-
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Рис. 4. Распределения окружного (а) и сдвигового (б) напряжений по коорди-
нате r при различных значениях параметра β:
1 — β = −2, 2 — β = −1, 3 — β = 0, 4 — β = 1, 5 — β = 2

лочки (см. рис. 2,в). Это означает, что деформированное состояние оболочки конечной
длины близко к состоянию, соответствующему обобщенной плоской деформации.

В случае цилиндрической оболочки окружные напряжения в срединной поверхности

оболочки имеют практически одно и то же значение при всех значениях показателя β
(см. рис. 4,а). Экстремальные значения окружных напряжений имеют место при β = 2
и β = −2. При β = 2 максимальные окружные напряжения достигаются на внутренней
поверхности, минимальные— на внешней. При β = −2 максимальные значения окружных
напряжений имеют место на внешней поверхности оболочки, минимальные — на внутрен-
ней. Напряжения сдвига σrθ существенно больше других напряжений (см. рис. 4,б).

Из приведенных результатов следует, что показатель изменения механических свойств
в радиальном направлении β оказывает существенное влияние на распределение деформа-
ций и напряжений по толщине оболочки.

Заключение. С использованием теории сдвиговых деформаций первого порядка ис-
следовано трехмерное термоупругое состояние вращающейся цилиндрической оболочки

из функционально-градиентного материала, находящейся под действием внутреннего и
внешнего давлений, сдвиговых напряжений трения, приложенных на внешней поверхности
оболочки, температурного поля и внешнего крутящего момента. Установлено, что изме-
нение механических свойств оболочки в радиальном направлении существенно влияет на

ее напряженно-деформированное состояние.
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